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TY nỉ so 


Lời giới thiệu - 


Mục địch cuốn sách này nhằm nói lên cái đẹp trong các công. 
thức toán học. Cái đẹp đó bắt nguồn từ sự uyển chuyển cầu các 
ý hiệu toán học, sự giản đơn trong các mệnh để toán học uới 
những hàm ý đẩy sức lôi cuốn uề mặt thẩm mỹ. Cũng như tát 
cử các hhioa học khác, toán học có một nết hài hòa riêng của nó. 
Mục dịch cũa chúng tôi là khám phá nét hài hòu đó. 

Chúng tồi sẽ tìm cách trình bày vẽ đẹp này bằng một ngôn. 
ngữ toán học đơm giản. Mô tả nguồn gốc của mỗi công thúc uà 
chứng mình tính hiệu lực của nó. Một số khái niệm như: Định: 
lý Pylhagore nà Diện tích hình tròn được lựa chọn đưa uào đây 
là do tính phổ biến của chúng, Những khải niệm khóc nhà Định 
lý cuối cùng của Fermat uà Giả định của Goldbach là do lầm. 
quan trọng lịch sử eủa chúng. Các khái niệm kháe nữa, trong đó 
só dở logarit uà các công thức lượng giác, đã được lựa chọn là 
do hàng ngày chúng được các sinh uiễn toán: học còn (! lổi sià 
dụng tới. 


Để mình họa thêm cho uẽ đẹp này của toán học chúng tôi d 
vẽ nhiễu hình nhằm gây hứng thú khủ tùm hiểu uà biểu tượng 
hóa ÿ nghĩa sâu xa của các công thức toán hạc. Chúng tôi cũng. 
cổ gắng làm cho uan phong và các hình uẽ tạo ra sự giải trí 
nhưng không làm sai lệch các chân lý toán học bởi chúng lôi 
hoàn toàn tin rằng hoạt động toán học có liên quan tôi một ý 
nghĩa là trò giải trí, 


Sự giải trí này khiến chúng tôi dựng nên những mẩu chuyện. 
về các nhân uật có thực bà các nhân uật giã tưởng, Trong số các 
nhân uật có thực đó có các nhà toán học #/Alembert, Arehimedee, 
Cardano, Eader, Fermat, Fibonaei, Gauss, Œoldbach, Lagrange, 
Leibniz, Napier, Neaton, Pascdl uà Pythagoros cũng như triểt 
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gia Hy Lạp Zeno uùng Đfea, nhà triết học Pháp Diderol, 
Catherine Đại để Nga uà Tổng thống Hoa Kỳ là James Garfied. 
Tiểu sử tóm tắt nhóm các nhân uật có thể tìm thấy ở các trang 
139 - 144. Các nhân uật giả tường thì có Cosine, một học giả có 
phẩn quân trí mượn từ một cuấn: sách của Christophe, một họa 
$ï Uẽ tranht minh họa uờ là mội tiểu thuyết gia người Pháp, Chúng 
tôi đã dành cho Cosine một cái nhìn hiện đại hơn uà một số nét 
bất thường về thể hình, mà ông không có trong cuốn sách của. 
Christophe. Những nhân uật hư cấu khác gôm có đồng sự của 
Cosine là Giáo sư Sine, cũng như một tay đua xe đạp thông mình 
người Hà Lan uà các nhân uật uô danh khác nhưng có tài uê 
toán học gốm cỏ những người nông dân, người làm uườn, một 
người thích biển quảng cáo đang treo các biển chào hàng uà một 
bê gái tình nghịch đã cắt quả cầu ra từng mảnh. Một số sự kiện 
và tình huổng như cuộc đua xe giành Giải Golden Gouda uà việc 
khám phá ra các đồ lạo lóc Ai Cập hoàn toàn chỉ là những chuyện 
bịa đặt 
Bạn dọc có thể tìm đến phụ lục ờ cuối cuổn sách này để có 
thêm thông tỉa cho các sự kiện uà nhân uật thực trong các Uăn: 
cảnh lịch sử đích thực của:chúng, cũng như có thềm thông từ 
về các tình hướng mà chứng tôi đã dựng nên. 


Các phẩn khác nhau trong cuốn sách uới nhiều khải “niệm 
loán. học rất khác nhau uễ múc độ khó dễ. Các uấn để được sắn 
xếp theo mệt trình tự tự phát là chính, theo chúng tôi đó là sự 
tiến triển tự nhiên của các chủ đê. Phần nào trột tự này phản 
ánh cách suy nghĩ của các tác giả song tất nhiên đó không phải 
cách lựu chọn duy nhất có thể có. Do đó mà các chỉ để không 
nhất thiết xuất hiện theo trình tự mức độ khó tổng dần. Chẳng. 
hạn các uấn đề ð phần giữơ cuốn sách nói uễ Ìogarit uà sổ mì? 

hà uiệc tiếp thụ không dễ dùng như các uổn đề nói ð phần sai: 
vễ các uật thể không gian uò các số. Mỗi phần đêu. độc lập với 
nhing phần khác, uì uậy bạn đọc có thể tùy ý đọc nhây cóc cuốn. 
sách. Vĩ chứng tôi muốn bạn đọc dã dàng tiếp thu, nên không 
coi sự chặt chẽ của các pháp chứng mình uà các lừ tụng là lẻu 


tiên hơn so uới sự hiểu được các khái niệm tê cơ bằn, Sự thật là. 
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việc giải thích cho thật chặt chẽ uà chính xác thì uẫn cứ dài uù. 
khó hơn mà nỗ lợi thường làm rối rắm thêm so uới uiệc làm cho 
sáng 1õ ra. 


Cuốn sách này là một phần thừa kế trí tuệ của Rophael Salem. 
mà Wduông uà uăn phong của ông đã ảnh hưởng tối nhiu nhà 
'oáh hao đương đại. 

Chúngôi xin gùi tới các Giáo sự Jean-Pierre Kahane uà Henri 
Carlan lời cảm ơn nồng nhiệt. Giáo sử Kahane đô ưu đi cổ uù 
chúng tôi niết cuốn sách này khả nó mới chỉ là một ý nghĩ. Giáo 
sử Cartan đã chấp nhận đọc bản thảo của chúng tôi uù có những, 
đồng góp dáng kể cho uăn phong được chặt chẽ uà sáng sửa, sữa 
lại những chỗ sai sót uà gợi ý cách trình bày đơn giản. Chúng 
tôi cảm ơn Jean-Pierre Sicre uê nhiềng góp ý dựa trên kinh 
nghiệm giảng dạy phong phú của ông làm cho những phần khó 
nhất của cuốn sách trở thành dễ hiểu. Chúng tôi biết ơn GeofJrey 
Slaines đã tìn tưởng ở chúng tôi. Cuối cùng, cuốn sách sẽ chẳng 
bao giờ được xuất bản nếu không có sự giúp đỡ tận tình của 
Martine Wianitzer uà Pascoline Jay. 


Để kết luận, chúng tôi hy uọng rằng uẽ đẹp thấy được qua 
buổi dạo chơi ngắn ngủi trong thế giới toán học sẽ là nguồn cảm. 
hứng để bạn đọc đi xa hơn nữa 0à tiếp tục tìm kiếm các uương 
quốc mới. 


Lionel Salem 
Frédérie Testard 
Coralie SaÌlem 


Lũy thừa 


của 


các số 








Lũy thừa nguyên của các số 


Giả sử có một số a, ta gọi œ tự nhân với nó là bình phương 

của ø và viết là a? : 
g”>dxữ 

Nếu a = 3 thì a? = 3 x 8 = 9. Từ bình phương, tiếng Anh 
là sguare bắt nguồn từ việc nếu ta tính điện tích một hình 
vuông, tiếng Anh cũng là sgwøre, có cạnh là ø thì kết quả là 
42. Chẳng hạn nếu ø = 3 thì bình vuông đó có thể chia thành. 
8x 8 hình vuông nhỏ có cạnh là 1 và theo định nghĩa thì có 
diện tích bằng 1. Như vậy là cái khay trong hình vẽ có thể 
đựng được 9 miếng bánh. 


"Tương tự như vậy, œ tự nhân với nó hai lần là lập phương của 
+ và viết là &` : 





qỗ=axgxg 
Ví dụ 89 = 3 x 3x 8 = 87. Lần này, từ lập phương, tiếng Ảnh 
là cube, là do có tính đến việc a* là thể tích cũa khối lập phương, 
tiếng Anh cũng là cube, có cạnh là ø, và có thể chia nhỏ thành 
4# khối lâp phương nhỏ có cạnh là 1 vả thể tích là 1, Như vậy 
cái thức ăn đầy màu sắc trong hình bao gồm 27 miếng bánh. 
Nói chung, ta định nghĩa 
“a*= 8xaxaxd 
(8= 3+3x3x3=817) 
qỒ= ữxdaxdgxaxa 
(8%= 3x2x2x3x3= 243) 
vân vần. Trong những trường hợp này thì không có cách biểu 
diễn hình học đơn giản nào nữa, 
Cuối cùng ta cũng có thể định nghĩa các /ấy thừa đơn của các 
số :số #1 theo định nghĩa là bằng với nghịc}- đảo L⁄ơ của ø. Ví 
dụ:2L= 1⁄2 = 0,5; 23 = 1/22 = 1/8 = 0,12B; v.y... 











" 





King 
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2nx2m 2n 


Chúng ta vừa thấy cách “nâng một số lên một lũy thừa cho 
trước". Để nâng số ø lên bình phương Qũy thừa hai) tức là ø# = 
xa, nâng lên lũy thừa be là tính 4Š = ø x ø x ø, vân vân. 

Ví dụ số 

2=2x2x2x82YÊ 

có thể tính được bằng cách nhân năm con số đều bằng 2 với 
nhau. Nếu ta nhóm năm con số đó thành một tập hợp ba con số. 
và một tập hợp hai con số thì thấy rằng 

#ˆ= (2x2x2)x(2x2) 
#= x2 

Vì mỗi đời con cháu đều có hai vị tổ tiên trực tiếp (bai bố mẹ, 
bến ông bà, v.v...) nên ta thấy rằng các vị tổ tiên của đời con 
cháu thứ năm sẽ là 25 và có thổ tính được bằng cách viết 

x.?x? 
8x4 
3 

Vì mỗi một trong bốn vị ông bà lại có 8 bậc cụ ky nên cu 
cậu có cái đầu trong hình ở đời cón cháu thứ năm sẽ có 82 
vị tổ tiên tất cả tính đến thời điểm đủ các cụ để nhảy các 
điệu valse đầu tiên, 
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Tam giác, 


Hình chữ nhật, 
Hình vuông 


và Hình tròn 








Diện tích một hình chữ nhật 
bằng tích các cạnh của nó 


Do có một đột biến kỳ dị mà một số cây tam diệp lại có bốn 
ú đã biến thành các cây khổng lồ làm các nhà thực vật học rất, 
ngạc nhiên đã vội vã đột tên cho nó là Tri/plium Øigœnleurm. Các 
'Trif6lium giganteum này có một đặc tính kỳ lạ là chỉ mọc khi 
chúng có một khoảng đất mỗi bề một mét, tức là 1 mét vuông, 

Một nông dân muốn trồng các cây kỳ lạ này ngẫu nhiên lại 
có một mảnh đất hình chữ nhật ảo được là 6 mét và 7 mét. Ông. 
ta thấy có thể gieo năm hàng cách nhau một mét với bảy cây 
mỗi hàng. Do đó ông trồng được 

8x7 = 35 cây 

mà không lãng phí một tí đất rào. Diện tích của nó, ørea, 

xnột từ đẫn xuất từ một tiếng Latinh có nghĩa một mảnh đất. 


nhô lèn, do đó bằng 3ð moét vuông, tích của chiểu đài với 
chiều rộng của nó 


“Anh chữ nhật 
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Điện tích của một tam giác 
bằng một nửa tích của 
chiêu cao với đáy của nó 


Trồng các Triolium gigankeum cho thấy khá thành công. 
trong thương mại nên anh bạn nông đân của chúng ta rất thích 
trồng nhiễu hơn nữa. Mảnh đất duy nhất mà anh bạn còn lại là 
một miếng đất hình tam giác. Tiếc thay, theo như biến đối kỳ 
ạ về di truyền của định mệnh thì cái cây biến đị đó chỉ mọc ở 
các mảnh đất có hình chữ nhật. 

“Khöng sao !" anh bạn nông dân nói lớn. “Mặt tam giác chỉ 
bằng một nữa bình chữ nhật”. Rồi anh đến gặp người láng giểng 
và gợi ý một thỏa thuận. 

Anh giải thích, “Trong mảnh đất hình tam giác cúa tôi, tôi 
có thể vẽ một đường thẳng h thẳng góc với cạnh đầy b ải qua 
đình đối điện. Đường này chia mảnh đất đó thành bai hình tam. 
giác vuông góc. Nếu chúng ta hợp lực thì có thể biến mảnh đất 
đó thành một bình chữ nhật để trồng Trịfolium bởi chúng ta chỉ 








“———=—= 
*Vì diện tích của bình chữ nhật là b xh nên điện tích tam. 


giác của tôi số phải là 1⁄2 (b x b). Vậy thì ghép các mảnh đất 
của chúng ta lại với nhau và: đến vụ thì sẽ chia đều cho nhau.” 








$(bx1) 
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Tổng các góc của một tam giác 
bằng 1809 





'Phấn chấn với ý nghĩ lần đầu tiên trồng vụ Trifolium, người 
láng giằng cứ sốt ruột:4: quanh chu vi rảnh đất hình tam giác 
của mình trong khí đợi anh bạn kìa đi mua hạt giống vẻ. Anh 
bạn láng giảng đặt tên cho tam giác đó là ABƠ và có một nhận 
xét là nếu các cạnh AC và AB tạo thành một góc œ thì mỗi lần 
tới được A rồi anh phải quanh một góc là 180 - œ. 8ở dĩ như vậy. 
vì tổng cúc góc ngoài và ¿rong tại A bằng 180°. Cũng với lý do. 
đó, onh quay 180 - ÿ tại B và 180% - y tại Œ. 

Sau ba lần quay như vậy anh lại thấy rmành hướng theo hướng. 
cũ nhưng dã thực hiện được đầy đủ một vòng guay.860°, Vì vậy 
anh nhận ra rằng 

(180° - œ) + (i80 - Ð) +.(1 
hoặc ` 


+B+= 180 


Để giải trí thêm, bạn đọc có thể rút ra" -được,mMtng, phương 
trình mà anh bạn nông dân kỉa sẽ khám phả z2 nếu inảnh đất 
của anh có 4, 5, 6, cạnh hoặc nhiều hơn, : 





+) = 360".. 
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(a+b}2= a2 + 2ab + b2 


Có một ngày đẹp trời, một chú bé thần đồng nhìn thấy tấm. 
tranh in lộng lẫy "Cây hướng đương” của Van Gogh treo trong 
hành lang nhà bố mẹ mình có bốn nếp gấp. Tò mò, chú bé lại 
nhìn gần hơn thì thấy các nếp gấp đó chia tấm tranh in hình. 
vuông thành hai phần nhỏ hình vuông có các cạnh là a và b và 
hai phản nhỏ hình chữ nhật có chiểu dài là a và chiểu rộng là 
b. Thế là cậu quyết định chơi vui bằng cách tính điện tích của 
toàn bộ bức tranh in bằng hai cách khác nhau. 

Cậu thấy ngay là nó phải bằng (a + b. Nhưng nó cũng bằng. 
a2 + b*+ ab + ab, vì diện tích cũa bức tranh in bằng tổng các diện 
tích của bổn phẩn nhỏ kia. Rồi để cho chắc ăn, cậu đã quyết định 
cất dọc theo các nếp gấp. Sau khi mau chóng dùng kéo cắt ra 
cậu đã tin tưởng đi đến kết luận là 


(+ b}? = a* + 2ab + b2 





?o0 





7 
(a+b) (a - b) = a2 - b2 


Chú bé thần đồng của chúng ta lại sống lang thang trên dường. 
phố và bây giờ thì đang đán các tấm biển quảng cáo lên bằng. 
để kiếm sống. Không bao giờ để mất đi niềm say mê tài tử vẻ 
toán học, trong phạm vi việc làm mới của mình cậu bé đã có 
nhiều cơ hội vận dụng được tốt điều cậu quan tâm về các công. 
thức, Từ kinh nghiệm trước đây của cậu khi cất nhỏ các tờ tranh 
ẩn, bây giờ cậu chuyển sang tìm tòi các vấn để mới. Cậu bất đầu. 
treo một biển quấng cáo hình vuông có các cạnh là a mà bên 
trong có một hình vuông nhỏ cạnh là b. Cấu quyết định cắt rời 
hình vuông nhỏ đó ra. Thế là còn lại cái biển hình chữ L cụt 
ùn, Hình này rõ răng là phãi có diện tích bằng 

. 

Như có ai mách bảo, cậu hạ phẩn trên của chữ L xuống là 
phản có các cạnh là b và a - b và đặt ở phía cuối bên phải 
phần đáy của chữ L. Câu nhận ra ngay rằng làm như vậy thì 
cá được một hình chữ nhật lớn có chiều đài là a + b và chiều. 
cao là a - b, và diện tích là 

(œ4 ð) (œ: B) 
Như vậy có nghĩa là 


(a+ b)(4-ð) = a2 - bỲ 


Thế là trong ngày hôm đó cậu bồng nhiên nổi tiếng rồi tự 
nói với mình rằng đã khám phá ra được một đẳng thức thực 
sự đáng chú 
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„Định lý Pythagore: 
a2+b2=c2 


Để chứng mình rằng trong một tam giác vuông thì bình. 

phương đường huyền bằng tổng bình phương các cạnh còn lại, 

œ2+b2=c? 

'Tổng thống Hoa kỳ James GarBsld đã quyết định dựng một hình. 
thang như trong bình vẽ bao gồm hai tam giác vuông góc có các 
cạnh là a, b và e và một tam giác vuông cân mà hai cạnh bằng. 
nhau có chiều dài là e. Có thể thử lại thì thấy rằng góc AOB là 
góc 180° - œ - 8 phải bằng 90° vì anh bạn nông dân ở Vấn để số 
5 đã cho thấy là tổng các góc œ + ÿ + 90° trong mỗi tam giác 
vuông góc đều bằng 1802, 

Rôi Tổng thống Garfield đã tính diện tích của hình thang đó 
theo hai cách khác nhau. Ông đã biết rằng điện tích đó đơn giản 
là tích đáy của nó, a + b, nhân với một nữa tổng của các cạnh, 
1⁄2 (a + b). Chúng tôi không chứng xinh điều này song bạn đọc 
có thể dễ dàng thấy là đúng như vậy bằng cách dựng một hình 
chữ phật từ hai hình thang. 

Diện tích này cũng có thể tính được bằng cách cộng các diện 
tích của mỗi một trong ba tam giác trên, aÈ/2, aÈ/2, và c2/9. Kết 
quả là l 

&xbx®2sap+ Š 

Đăng cách vận dụng những gì mà chuyên viên về bảng quảng. 
cáo đã truyền cho ở Vấn để 6 khi còn là một người bọc việc, 
Tổng thống đã có thể triển khai vế trái của phương trình và thế. 

là lại tái phát hiện đẳng thức mà gần 2500 trước Pythagoras đã 
tìm ra. 








đãng đếng CanjÀs4/ 

adng mô»Á<#xÁ 4ý Ô/Áagore 
xÁð có sạc giá/ dÐ của viỆP 22/Ã đạn 
sẽ /ÁGÁk liẩm guảng sáo. 
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9 
“Chu vì một đường tròn bằng 2xR 


Một người đi xe đạp cá nhận xét rằng để quay hết một vòng. 
các chiếc bánh xe có đường kính 70 centirmet của mình thì anh 
ta phải mất nhiều sức hơn khi đường kính chỉ có õ0 centimet, 
và thế là anh quyết định tâm cho được điều bí ẩn này. Để đo. 
chiều đài của một vòng quay đây đủ anh lấy mỗi loại vỏ xe một 
chiếc rối phết nhẹ ít sơn lên £a-lông rồi quay bánh xe và đo 
khoảng cách giữa các vết sơn. Với loại vỏ 50 centimet thì đo được. 
1/87 met và loại vỏ T0 centimet thì đo được 3,19 met, Lập lại 
thử nghiệm này với các loại vẻ có' đường kính khác nhau, anh 
ta thấy rằng chu ví L của chúng luôn luôn tỷ lệ với đường kính 
D và hệ số tỷ lệ xấp xỉ bằng 3,14. 

L>3,14xD 

Ít lâu sau anh có thấy công thức này trong một cuốn sách về 
hình học. Ở đó hệ số tý lệ này gọi là ¿đọc là pi và được biết 
đó là chữ đâu của một từ Hy Lạp ứng với từ tiếng Anh perimefer 


nghia là chu vị. Trong công thức này, đường lánh có thể thay 
bằng 2R, hai lần bán lính. 








“rong cuốn sách đó anh bạn đi xe đạp của chúng ta cũng tầm 
thấy định nghĩa một đơn vị đo gó khác gọi là radion. Một radian 
xấp xỉ bằng ð7°18' là một góc cắt một độ dài bằng 1 trên chu vỉ 
một đường tròn có bán kính là 1, 


ko 





L1 





Vì chiều dài một phẩn tư đường tròn có bán kính là 
1 là 2 nên z2 là giá trị của một góc vuông tính theo radian. 
“Tương tự, một góc 180° ứng với x radian vì một nửa chu vị 
của đường tròn bán kính bằng 1 là x. Tổng quát hơn, trong 
một đường tròn bán kính bằng 1 thì cung cất bởi một góc 
bằng ơ radian có chiểu dài là œ. Nói riêng, một góc 360° ứng. 
với toàn bộ đường tròn sẽ đo được 2x radian vì chu vi của 
một đường tròn có bán kính bằng † là 3, 











cao #1 sen 
(362) 





3b 





n tích một hình tròn bằng xR”” 





'Vào khoảng năm 250 trước công nguyên một thợ cả làm bánh 
ngọt tại Syracuse làm một cái bánh khổng lỗ hình tròn và mời 
mọi người trong phố đến cùng chia xẻ. Sau khi mất nhiều tiếng 
đồng hồ để cắt nhả ra, mỗi người khách nhận được một lát bánh 
nhó. Một số vị khách có nhận xét rằng các lát bánh đó đều giống 
như những tam giác vuông góc có chiều cao.là R và đáy là 1, như 
thấy ở hình phía trên của bình kèm theo đây. 

Do đó diện tích của mỗi lát bánh đó xấp xì bằng 1⁄2 (R x 1). 
Nhưng một vị khách đây vẻ thông mình là Archimedes thì nói 
để mọi người biết rằng nếu diện tích của tất cả các lát bánh nhỏ 
đó mà cộng lại thì kết quả sẽ là R lần tổng tất cả các độ dài 1 
chia cho 2 và sẽ bằng diện tích A của toàn bộ cái bánh đó. 

“Song”, ông nói thêm, "tổng các độ đài 1 lại chính là chu vì 
của cái bánh đó và bằng 2mkP. Thế rồi các vị khách thấy ông reo 
lên "Eureka !° (có nghĩa là "Tôi đã tìm thấy”) rối viết lên mặt, 
kem của cái bánh 

A=3Rx 2g 
hoặc 


A-=sxt 


Ý _ Các nhà toán học đã phân biệt tỉ mỉ giữa một “hình trồn" là cái có 
tmột chủ vi nhưng không có diện tích nào với một đĩa” là cái tướng, 
ứng với diện tích bên trong hình tròn. Tuy nhiên, theo cách dùng 
thông thường chúng tôi vẫn giữ lại từ “hình tròn”. 


ao 





3L 











⁄ 


CoS2Gœ + sỉn?œ = 1 


'Vào khoảng năm 1900, những người mà các tác giả cuốn sách. 
này kêu bằng cụ đã nhờ Chrietophe, một nhà văn Pháp và là 
một họa sĩ vẽ tranh mình họa, giới thiệu họ với một trong những 
người bạn khó gặp nhất cña ông là nhà bác học vĩ đại Coaine. 
Bau một chuyến đi đài ở tư thế bịt mất trong một xe hơi thuộc 
loại hàng đầu, các cụ của chúng tôi cuối cùng cũng đã đến được 
nhà của bậc sư phụ. Bên cạnh người là Giáo sư Sine được giới 
thiệu là cộng sự trung thành nhất của người. 

Bất ngờ đầu tiên trong nhiều bất ngờ là khi chợt nhìn thấy 
Giáo sư Sine. Các cụ tổ của chúng tôi mau chóng nhận ra rằng 
nhà bác bọc Cosine và Giáo sư Sine cả hai đều lùn và biết cách 
co người lại oó thể co được từ một mét đến nhỏ hơn một cẻntiret 
rồi lại lớn trở lại. Hai người ngắm nháy mắt với nhau và nói với 
các vị khách là sẽ giảng cho các vị một bài về lượng giác” 

“Chắc các vị đã biết, họ bất đảu nói, “rằng trong một tam 
giác vuông thì sin của mật góc được tính bằng cách chia cạnh 
đốt diện cho đường huyển và cos thì có được bằng cách chỉa cạnh 
kẻ cho đường huyền như thấy ở hình vẽ trên bảng. Song, như 
các vị có thể thấy được, định nghĩa này không cho sìn và cos của. 
các góc tù” 

“Rất tiếc là”, họ nói thêm “không có cách nào để định nghĩa. 
các loại sn và cos này. 





*_ Thuật ngữ lượng giác, tiếng Ảnh là r{gonometry bắt nguồn từ tiếng 
Hắy Lep trigônos nghĩa là góc (giác) và maetron, nghĩa là đo, số đo 
(lượng). 
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Tôi họ nằm xuống hai đường thẳng, một dọc, một ngang 
xác định hai đường kính của một hình tròn có bán kính bằng. 
1. Rồi họ để nghị các vị khách chọn lấy một góc. Các cụ tổ 
chúng tôi chọn 30%. Nhà bác học Cosine điều chỉnh chiều cao 
của mình cho bằng cos của 30°, khoảng 0,866, và Giáo sư Sine 
thì làm cho chiểu cao của mình hợp với sin của 30 là 05, 
“Hãy chú ý cẩn thận”, nhà học giả Cosine nói, “lầ trong tam 
giác vuông góc OAB, đường huyền bằng 1 nên các sìn và cos 
“mới' đồng nhất với những giá trị bình thường” (Hiểu là bằng 
chính cạnh đối hoặc cạnh kể - ND) 

Khi các cụ tổ của chúng tôi chọn 90° thì đầu của Giáo sư Sine 
đụng vào đường tròn và nhà bác học Cosine thì co nhỏ lại tới 
mức không còn trông thấy ông nữa. Điều đó có nghĩa là 

sin 90? = 1, cos 909 = 0 

Mật khác, khi chọn 180° thì Giáo sư Bine biến mốt còn nhà 
bác học Cosine thì đạt tới chiều cao cực đại của mình. Song lần 
này ông lại nằm ở bên trái đường thẳng, có nghĩa cos là âm : 

sin 18ữ° = 0, cos 180 = -1 

Rồi bọ kết luận “Các vị thấy dấy, bằng cách này người ta có 

thể tính được si và cos của một góc tù”. 


Một phút sau, đột nhiên họ hỏi các vị khách là họ có muốn 
biết tại sao 





(eose)Ê + (singJ? = 1 

với mọi giá trị của œ hay không. Theo truyền thống toán học 
công thức trên cũng có thể viết thành cos5œ + sin2œ = 1. 8au vài 
phút, họ xin chịu. Sine và Cosine giải thích là mỗi người họ đại 

n cho một cạnh của một tam giác vuông góc OAB có đường. 
huyền bằng 1, tức là bán kính của hình tròn. Do đó rõ ràng là 
theo định lý Pythagore thì bình phương của một cạnh cộng với 
bình phương của cạnh kia thì bằng bình phương của đường huyền, 
tức là bằng 1. 
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te 
xtse+ 
se x9.8É 


Ø⁄‹ 1$ø* 


9, z2 





$7 


L2 


œ 
sỈnœ = œ, cosœ =1 “ 


(œ nhỏ) 


Họ phản nàn, “Vì chúng tôi không có máy tính nên cẩn tìm 
cách tính được, ít nhất là gắn đúng, sản và cos của mật góc cho 
trước. Độ đài một cung của đường tròn có bán kính băng 1 thì 
tằng góc œ khi góc đó không biểu thị bằng độ mà bằng radian. 
Mật radian bằng khoảng 57° là một đơn vị khác để đo góc mà 
chúng ta đã bắt gặp ở Vấn để 9. Nếu cung này rất nhỏ thì thực 
tế nó đồng nhất với đường thẳng trương nó mà vẻ độ dài thì 
tương tự đường thẳng đứng tạo thành tam giác vuông góc trong. 
hình vẽ kèm theo đây." Đường này có cùng chiểu dài như Giáo 


sư Sine nèn. 


Các cụ tổ của chúng tôi ngờ ngàng song nhả băc học Cosine 
lại bồi tiếp : "Bây giờ xin các vị hãy nhìn vào tam giác vuông. 
góc nhỏ tô đậm ở bên phải giáo sư 8ìne. Các cạnh của nó chính 

ˆ là sinø và 1 eos và đường huyện xấp xi bằng œ” 


Dùng định lý Pytbagora do công thức mà anh chàng thích 
tranh ia đã cung cấp ở Vấn để 6, ta thấy 


sinÊg. + (1 - coeg)? s dê 
sinỀq + 1 + oos2œ - 2cosœ i2 
Nhưng vì sin2 + cos2œ= 1, nên ta cổ 
2-2 soso = cờ 
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*Hãy cẩn thận nhé !°, nhà bác học Cosine dặn dò, “Đây là 
những phép xấp xỉ chỉ có giá trị với các góc œ nhỏ mà thôi.” 


*_ Để phật chẽ về mặt toán Học thì biểu thức này được viết là 1 - cosœ 
« S” và cẩn phải biểu không phải một tương đương mà là một giá 
trị tiới hạn của cos khi œ tiến tới 0, 








Nhà bác học Cosine và Giáo sư Sine tiếp tục, “Bây giờ chúng. 
tôi sẽ trình bày với quí vị một điều thực sự đáng ngạc nhiên. 
ác vị chớ nên quên rằng trong một tam giác vuông góc thì 


Lấy một tam giác - số ]ẽ tam giác này đây - và cắt theo chiều 
dọc thành hai nữa. Ta được bai tam giác vuông góc. Ta sẽ gọi 
các óc tại A và B là œ và ƒ, chiều đài của các cạnh đối là a và 
b và chiều cao là h”" Như vậy thì 


bì 
Big. im. 


A4 Ap 
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Do đó h = b sina = ä sinB. Từ đẳng thức này, ta có 


singœ _ sin 


Song chẳng có gì ngăn cấp chủng là không được cất tam giác 
giữa Á và C nên cũng đúng là ta e6 
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72 
Số hữu tỷ và số vô tỷ 


Số hữu tỷ là các số có được bằng cách chia một số nguyên cho. 
một số nguyên. Ví dụ 3/3 (2 chia cho 8) là một số hữu tỷ. Song 
có những số không thể biểu thị được là thương của hai số nguyên. 
Các số này gọi là các số uó #ỷ. Ví dụ trong các số vô tỷ có số 
XÕ là chiều dài đường chéo của một hình vuông có cạnh bằng 
1, số œ là chu vi của một vỏ xe có đường kính bằng 1 (xem Vấn 
để 9), và số o, chúng ta sẽ gặp ở Vấn đề 28. 

Ở thế kỷ thứ 18, tại bội chợ truyền thống trong vùng tại 
Amstel, một thị trấn nhỏ ở Hà Lan, người ta yêu cẩu những. 
người tham dự cuộc đua xe đạp tranh giải Golden Gouda không 
phải là chạy nhanh mả là chế tạo ra những chiếc xe đạp có lốp 


xe đi được 32 mét sau một số nguyên các vòng quay. Không một 
a` có thể chiếm được giải cả. 





Ù 





Rồi đến một nắm, Rik van Loy-Ertanet, một tay đua có phẩn. 
thông nính hơn những người khác một chút khẳng định là với 
một vài phép tính và một chút quyết tâm anh ta có thể đành. 
được chiến thắng. Lúc đầu anh dùng một võ xe đường kính một 
mét, nhưng anh đã thất vọng khi thấy rằng vì chu vi của nó bằng. 
+ nên một số nguyên vòng quay không thể nào bằng được 22 vì 
+ là một số vô tỷ. Anh càng vỡ mộng khi thấy sau 7 vòng quay. 
đây đủ thì còn đúng 9 milimet nữa mới đi hết #2 mét. 

Năm sau anh xem lại các tính toán của mrònh và chế tạo một 
cái vỏ có chu vì đo được 23⁄7. Thế là anh có thể đi hết khoảng 
cách 2 mét với đúng 7 vòng quay đây đủ. Sở dĩ như vậy vì 22/7, 
cũng như tất cá các số hữu tỷ khác, có các bội số là các số nguyên. 
“Trong trường hợp này là 7 x (22/7) =.22, 

Mặc dâu anh giữ kín khám phá của mừnh song điều bí mật 
đó cuối cùng cũng bị lộ ra và mỗi nằm sau đều có ngày càng 
nhiều người cùng chiếm giải với anh, Cuỗi cùng thì các vị trong 
ban tổ chức một vì cứ phải giải quyết các trường hợp ngang điểm 
nên họ đã thay đổi qui định thỉ đấu : Từ đó trở đi người thắng, 
cuậc phải là người nhanh nhất. Với qui định này đã ra đời cuộc 
đua xo đạp biện nay. 
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Chứng ta vừa thấy rằng không có cách nào biểu thị được œ là 
tỷ số của hai số nguyên. Song có nhiều cách tính. xếp xỉ thuộc. 
loại này như 8,14 = 314/100 = 157/50 Dưới đây là một phương 
pháp hay để tìm một xấp xì khác : 

®‹®8,1416936 = 3 + 0,1415926 
Rồi ta có thể viết. 


1 1 
1415998 8—————=—Ì_—_. 
Thờ (1062516) (7 +0,082516) 





w% 


0,062516 + 1/18,99 
Yà vì ta có thể lấy tròn 15,99 là 16 nên ta có 





“Ta thấy là 


3661113 = 3,1415929 


từ đó 
1415926 

Điều này có nghĩa là sự khác biệt giữa + vàYiđ trị xăt 
bởi 3ð8/113 chỉ vào khoảng 8 phần mười trịạ Ho VU HỜNH 


u; 

















Phương trình 
bậc hai 
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Nghiệm của một phương trình bậc hai 


hoảng năm 500 trước công nguyên, một nông đôn Hy Lạp 
uốn rnua một mảnh đất hình vưõng và một vật gì đó để rào 
quanh nó. Mỗi mét vuông đất giá một drachroa kể cả một mét 
bàng rào, Ảnh ta có tổng cộng 60 drachmias. Anh tính toán rằng. 
niếu hình vuông đo được mỗi cạnh là Ñ mét thì diện tích sẽ ]à 
N? mét vuông và chu vi sẽ là 4N mét và tổng số tiền phải trả 
cho đất và hằng rào sẽ là N° + 4N dvachma. Do đó mảnh đất 
lớn nhất mà ảnh có thể có được sẽ là mảnh đất mà 
N? +4N =60 

Để giải phương trình này anh có nhận xét là N? + 4N là “phẩn 
đâu" của (N + 2# vì (N + 3)? = N2 + đN + 4. (Để có được hiểu 
biết này có thể anh đã được những người thích chơi tranh ïn và 
các chuyên viễn bằng hiệu cùng thời giúp đỡ. Xem Vấn để 6). 
Như vậy phương trình trở thành. 

(N+2J2* N^+sN+4=64 

vậy N + 8= 8, hoặc N = 6. Nghiệm khác, N + 2 = -8 đối với người 
nông dân là vô nghĩa, 

Về sau, các nhà toán học khác thấy rằng các số N mà 

aÑN2+bN+e=0 

chỉ tổn tại khi bÊ ~ 4ae > Ö và được cho bổi công thức 


Mi" (ch + ÝR ẩn ) š 


Ma=d (-b - VẾ Am ) 
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Nếu b2 - 4ac = 0 thì hai nghiệm là như nhau. 

Các số Nì và Na gọi là các nøhiệm của phương trình bậc hai. 
trên. Bạn đọc có thể thử rút ra những công thức này bằng cách. 
chia phương trình trên cho a rỗi làm theo cách người nông dân 
Hy Lạp đã làm. 





4 


ữ 
Tỷ số vàng; Í + ÝŠ 





Từ những ngày xa xưa, các nghệ sĩ cũng như các nhà hình 
học đều đã biết rằng có một hình chữ nhật đặc biệt, có một nét: 
thẩm mĩ rết thứ vị, với chiểu rộng bằng 1, chiểu dài x và có tính 
chất sau đây : Khi lấy đi một hình vuỡng có cạnh bằng 1 thì 
hình chứ nhật còn lại sẽ có các tỷ lệ như nhau so với hình chữ 
nhật lúc đầu (xem hình vẽ kèm theo đây). Vì hình chữ nhật mới. 
có chiều rộng là ø - 1 và chiểu đài là 1 nên sự tương đương các 
'tỷ lệ có nghĩa là 


x 

Số z gọi là tỷ số vàng, vì vậy phải thỏa mãn phương trình. 
#2-x-1=0 

Công thức ở Vấn đẻ 16 được sử dụng sẽ cho thấy rằng nghiệm 

dương của phương trình này ]ã 


Ly: ~1,818 


Như chúng ta đã làm cho số œ ở Vấn để 15, bây giờ ta thử 
tìm một số hữu tỳ xấp xĩ vái số vô tỷ x. Để lầm việc này ta lưu 
ý rằng phương trình đầu tiên cho phép chúng ta viết là 


* 


x=1+© 
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Ở vế bên phải của. trình này ta cổ thể thay thế z bằng. 
biểu thức tương đương 1 + <. Việc này sẽ cho phương trình mới 
1 
1 = 





.z1*+ 





.< 1 xa 
SĐ⁄a AùnÁ cíc sÁ@t có sÁ/»g 4ÿ 4 


4 4 
“xu nẤq& viêm 














“Tiếp tục những thay thế đó và bỏ đi 1⁄« cuối cùng thì ta sẽ được. 
một chuỗi số sau đây 


1,4:) 
1 





` Thực tế cứ tiếp tục tính toán những con số này đến vô hạn. 

thì thật là nhạt nhẽo, nhưng có thể thấy được rằng chúng ngày 

càng gần với giá trị đúng của 
+ 


2 
Để biểu thị hiện tượng hội tạ này, ta có thể viết. 
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“Đi dường gacf cúc đác ®enÁ lần 
đu ÁàuÁ cÁØ wÁậ£ sàng z 
AŒH, 








Chúng ta đã biết cách giải x? + 4x = 60 và các phương trình 
bậc hai khác ở Vấn để 16. Công thức ở đó cho phép chúng ta 
thấy được rằng phương trình 

+2-8x+2=0 
có các nghiệm xị = 1 và x = 2. Song một số phương trình bậc 


hai lại không có các nghiệm bình thường. Ví dụ đơn giản nhất 
là phương trình. 








241 <0 
mà với công thức ở Vấn để 1ô thì cho 
- xe 
HS g mà 


Nhưng số Ý =4 không tồn tại vì không có số thực nảo có thể 
só bình phương bằng số âm -4. Với một ý nghĩa, sự tổn tại các 
phương trình bậc hai loại này đã buộc các nhà toán học phát 
xmỉnh ra số đo là số có-bình phương là âm. Điều này đã được 
nhà toán học Ý Girolamo Cardahio thực hiện ở thế kỹ 16 khi 
ông phát triển công thức để dùng được khi giải phương trình 
bậc ba như 
+3 ‹ Tẩy + 72 >0 

Kể cả khi có tôn tại các nghiệm đơn giản (trong trường hợp trên 
chẳng hạn, các nghiệm đó là 1, 3 và -4) Cardano cũng đều ngạc 
nhiên khi thấy công thức của ông buộc ông phải dùng các căn. 
bậc hai của các số âm. Do đó ông đã chấp nhận sự tổn tại của 
các số như vậy. Số đơn giản nhất, gọi là ¡, là căn Lậc hai của -1 : 


¡=<Ý¬ 
Điều đó có nghĩa là các nghiệm của x? + 1 là ï và ‹. 


B4 








Rết hợp các số thực như 5 với những số ảo như ôi, các nhà 
toán học đã tạo ra cả loạt các số mới như 5 + 2i gọi là các số 
phức. Trong trường hợp này 5 gọi là phần ¿hy của 6 + 2i và 2 
là phần ảo. 


«2» 


Ứng 
6 2m 
cượn 


## ae 
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Logarit 


và 
Số mũ 








Khám phá ra Logarit 


C6 một lẫn kìa vào năm 1614, Lord Napier có một người 8eot 
làm vườn. Lord Napier rất mê hình học và cực kỳ lập dị và ông. 
yêu cẩu người giúp việc mình trồng cho các khu vườn có những 
tình dáng có thể tưởng tượng ra được. Ngoài ra người làm vườn. 
đó phải có phương pháp tính toán diện tích của mỗi khu vườn. 
đó bởi Napier sẽ không bạo giờ đưa cho anh ta dư lấy một hạt 
giống ngoài số thực sự cần thiết. Việc làm đều tiên của anh ta 
là trồng một khu vườn có hình chữ nhật chiểu rộng bằng 1 và 

chiều dài bằng + và Napier còn đưa ra một hạn chế là không 
được trằng gì trong mét đầu tiên. Do'đó diện tích A thực sự cần 
gieo hạt là 


A=1x(x-1)= 





ự*1 











0 1 4 # 


Rồi Napier lại yêu cầu anh ta trồng một vườn bình tam giác 
có bờ là đường thẳng y =z với cùng một hạn chế như vậy. Nhớ. 
lại công thức tính diện tích một tam giác, người lâm vườn tính 
được điện tích trồng cây phải là 





kg 


đó là điện tích của tam giác lớn trừ di diện tích của tam giác 
nhỏ có cạnh bằng 1. 


ð8 





Lại đòi hỏi tiếp, Lord Napier muốn người làm vườn trồng cho. 
một vườn hình parabol lần này có bờ ngoài là đường y = +2, Ông 
hé miệng định nói tiếp thì người làm vườn đã ngắt lời “Cháu 
biết rồi”, anh ta nói, "Không được trồng gì ở mét đầu tiên”, 





Tần này người làm vườn phải tham khảo một cuốn hình họề 
tới thấy được diện tích A để trồng cây sẽ là 


59 





+, 
"m.— 


% 


Quuen với trò này rồi anh ta nảy ra ý định trồng một vườn. 
hình hypecbol là cái vườn hẹp hơn sau mét đầu tiên thay vì rộng 
hơn. Song lắn này mọi cố gắng của anh để tìm công thức trong 
sách đều vô ích. Để tỏ lòng kính trọng chủ mình, người đã làm. 
cho anh ta thích thủ với hình học, người làm vườn quyết định 
gọi diện tích đó là diện Napier. Về sau các nhà toán học cho nó 
một cái tên khác là iogarit Napier. Do đó logarit của +, viết là 
Ìog x hoặc la x, ứng với điện tích gạch A trong bình vẽ trên ¡ 





? 


® ũ * * 
“lu. đaÁ này góc & kựaữ cửa $ đoạn kợm cá 2 
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20 
tuật diệu kỳ của các loga : 
log (ab) = log a + log b 


Cho các logarit một cái tên là một chuyện, cồn tính toán 
chúng lại là một chuyện hoàn toàn khác. Người làm vườn mau 
chóng nhận ra rằng khí z = 1 thì cái vườn thu gọn lại thành một. 
cái bờ đơn giản và đo đó chẳng có diện tích nào cả ; 

lốg 1= 0. 

Để tính các giá trị khác anh ta cất diện tích cẩn đo lường 
thành một số lớn các phản nhỏ gắn giống như hình chữ nhật, 
Ví dụ như hình vế kèm theo đây cho thấy log 4 eó thể chia nhỏ. 
thành ba phần như thế nào. Bằng cách dùng phương pháp tì mỉ 
này cắn để chia điện tích đó thành một số ngày càng lớn các 
phân ngày càng nhỏ hơn, và theo một thủ tục mà ta sẽ thấy ở 
Vấn để 22, anh ta đã tìm thấy 

log 2 +~ 0,693 
log 3 ~ 1,098 
Ìng 4 = 1,386 
log 6 ~ 1,609 
log 6> 1,791 
Đột nhiên người làm vườn kêu to đẩy về chiến thắng. Anh ta 
vừa nhận xét thấy là 
log 4 = log 2 + lag 2 
lag 6= Ìog 2 + log 3 
ải cả gan suy ra rằng với mọi số a và b thì 


log (ab) = Ïog a + log b 
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Sau đó ít lâu đá có được phép chứng mình chặt chế nhờ ở 
những nỗ lực của Isaac Newton, một người Briton khác đẩy 
hứng thí với những khu vườn, đạc biệt là những khu vươn có 
cây ăn trấi, 








Ỷ 


"XE 2M. 
`" `<‹ 
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27 
1+1+...+Í_lozn 
= n h 
Hội tụ về 0,577... 


Việc khẩm phá ra công thức thần kỳ 

log (ab) = Ìog:a + log b 
khiến người làm vườn đễ đàng tính được các giá trị mới mà 
không cần phải do lường gì thêm nữa. Ví dụ để tính log 18 anh 
ta có thể dùng một sự kiện là 

18=2x8 

để viết 

Ìog 18 = log Ð + log 9 
Nhưng vì 9 = 8 x 8, nên. 

iog 9 = lọg 3 + Ìog 3 
và cuối cùng thì 


log 18  log 9 + 2 log 3 « 9,800 


Phương pháp này có thể dòng để tính cả những giá trị loga 
lớn hơn, và để giải trí bạn đọc có thể chứng xninh được răng log. 
100 hoặc Ìog 1000 có thể biểu thị được qua log 2 và log ö. Tuy 
nhiên, người làm vườn không chịu tin rằng thủ tục này có thể 
dùng để tính giá trị của tất cả các logarit. Bằng cách vẽ các hình, 
giống như những hình kèm theo đảy anh ta có nhận xét rằng 
hình đáng đặc biệt cũa vườn hypecbol cho thấy là điện tích giữa 
mét thứ nhất và mét thứ hai nằm giữa 1⁄2 và 1, điện tích giữa 
mét thứ hai và mét thứ ba là giữa 1⁄3 và 1⁄2, điện tích giữa mét 
thứ ba và mét thử tư là giữa 1⁄4 và 1⁄8, v.y... 









m 


VZ1////1/2/8 








vs 2¬ tế 


Đo đồ anh ta quyết định tính xấp sĩ giá trị của loga bằng cách 


tính tổng của các số 1, U2, 1⁄8, 1⁄4, v.y. Ví dụ giá trị gắn đúng, 
của Ìog 6 sẽ là. 


với sai số là. 
«2,46 - 1,791 = 0,659 

Nối chung, log n có thể tính xấp xỉ bằng 1 + 1⁄2 + 1⁄3 +... + 

ửn, đúng bằng tổng các nghịch đảo của tất cả các số nguyên tử 

1 đến n. Khí n ngày càng lớn người ta thấy rằng tổng này khác 
sìá trị thực của lag n một lượng C gần bằng 





Số © này gọi là hằng số Euler để tổ lòng trần trọng đối với 
một nhà toán học lớn. Công thức này thật là có giả trị vì khi n 
ngày càng lớn thì log n cũng ngày càng lớn và 1 + 1/2 = 1/8 +... 


+ Ủn « ven 76 0n)S0299-49N st ví (kia 
xác của Ìog n. 
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22 
log (1 + x) = x(x nhỏ) 


"Một điều khiển người làmm vườn phải suy nghĩ là thật điên rổ 
khi tính các số lớn như Ìog ð0.000 trong khi không biết gì về giá 
trị các số nhỏ hơn như log (1,1) chẳng hạn. Sau khi thấy rằng 

„. buộc phải tính toán tiếp, trong óc anh bỗng Ìóe lên một tia sáng. 
Giữa 1 và 1,1 thì "chiếu. 
¡ cao” của vườn thay đổi từ 1 
% đến 0,909 lại đúng là giá trị 
0,308 PO cá đường hypecbol y = 1⁄x 
khi # = 1,1 (xem Vấn để 19). 
⁄ 'Do đó điện tích ở dưới đường. 
⁄ này gần như nằm giữa diện 
2 tích hình chữ nhật thẳng 
4 {y4 - đnng có các cạnh là 0,1 và 
“` 0,809 và điện tích của hình. 
chữ nhật gạch lớn hơn có 
các cạnh là 0,1 và 1. Hai điện tích này lần lượt là 0,0909 và 0,1 
nên chỉ khác nhau có 0,01. Người làm vườn nhận ra rằng số chỉ 
có một sai số nhỏ nếu lấy diện tích của hình chữ nhật lớn coi 
như giá trị diện tích dưới đường cong, như vậy giá trị đản đúng 
của log (1,1) là 6,1. Nói chung nếu z ñhổ hơn 0,1 thì anh ta có 
thể dùng z là gùá trị cẩn tính của log ({ + z) vì điện tích ở dưới 
đường cong xếp xì bằng diện tích của hình chữ nhật có chiều 
rộng x và chiều cao 1 
Ở Vấn đề 21 chúng ta đã thấy rằng công thức log (ab) = Ìog a. 
+ Jog b cho phép ta tính log 8, Ïog 18 và các loga khác. Bằng. 
cách dùng công thức để tính log (1 + z) mà chúng ta vừa khám 
phá ra thì bây giờ la có thể tỉnh được loga của bất kỳ số dương. 
nào. Các máy tính khoa học thì vận dụng cách làm có phần chính 
xác hơn với cũng thủ tục trên. 
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/L tạ (1/81) dây số: /OAu nààk 
sai giÁ tẹ của lg 0,7 vig 27 

Ái 0,7 + 0/7 = 0,# đề màn 
cững d8 lấn đê sấ£ mâm sốt / 













s8 





Hoa mắt về những khám phá của mình, người làm vườn vội. 
nói với Lerd Napier rằng anh ta đã tạo ra được một mảnh vườn. 
đặc biệt và cẩn có một lượng hạt giống để khẳng định các giả 
thiết của mình. Vẫn cứ hay quan trọng hóa, Lerd Mapier đã trả 
lời, “Tôi chỉ cho chú đủ để trồng 1 mét vuông thôi, không hơn, 
không kén”. 


Người làm vườn lại trở về với công việc của mình có phẩn. 
nào bực bội vì cái tính bũn xÌa của Lord Napier, nhưng rồi anh 
ta cũng nhận ra rằng mình có đủ số hạt giống để làm một điều 
thứ vị gì đó. "Từ trước tới giờ”, anh lểm bẩm, “mình xnớỹ chọn z: 
tối tính diện tích log x. Lên này thử làm ngược lại xem sao.” Thế 
là anh ta quyết định tìm giá trị của z để có một diện tích log z 
bằng 1. 

Anh ta thấy rằng rõ ràng đó là một con số giữa 9 và 3 vì điện. 
tích giữa 1 và 2 thì nhỏ hơn 1 (log 2 ~ 0,693 theo Vấn đề 20) 
trong khi diện tích giữa 1 và 3 thì lớn hơn 1 (6g 3 = 1,098). Sau 
khi loay hoày với những con số cuối cùng ảnh cũng thấy rằng 
giá trị cần tìm cổa x là xấp xi bằng 2,718, và anh Ẳã đặt tên cho. 
con số này là ẻ : k 








Một số người đoán già đoán non rằng chữ e được chọn là vì 
nó là chữ đầu tiên troog từ "England” là nước Anh, Để trả đũa, 


các nhà toán học đã chỉ cho thấy rằng đó là một con số vô tỷ 
(xem Vấn để 14). 


T0 
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__ 24 
Nâng số e lên một lũy thừa thực 


Sau khi đã tìm được số e để log.e = 1, người làm vườn lúc nào. 
cũng vẫn háo hức đi xa nữa, đã quyết định đã tìm con số a để logc 
a =9. Anh ta tiến hành tính toán và thấy rằng a = (3,718). Thế 
rôi anh ta nhận ra rằng lời giải đó quả là hiển nhiên vì nếu log. 
=2 =log ø + log e thì theo công thức ở Vấn để 20, đúng là phải 
cóa=@xe=e, 

Nếu người làm vườn lại chọn một số + thay và số 2 thì anh ta 
cần tìm một số a để log a = z. Ảnh ta cảm thấy hợp lý khi viết 
con số này là e* vì aoh đã thấy rằng khi z = 2 thì a = e?, Bằng. 

„_ cách này, người làm vườn đã phát minh ra việc "nâng số e lên. 
một lũy thừa thực". Các lúy thừa đó thậm chí có thể là vô tỷ. 
"Trước đây ta chỉ thấy các số được nâng lên các lũy thừa 9, 8 boặc 
các lũy thừa nguyên khác như đã nói ở Vấn để 1, nhưng bây giờ 
thì ta có thể viết các số như eÝ?, 


Rồi người làm vườn lại quyết định trổng một mảnh vườn 
mới có đùng tới con số e* mà anh ta vừa khám phá ra. Lẳn 
này thì Lord Napier không còn cấm trồng ở mét đầu tiên nữa. 
niên người làm vườn đã gieo hạt toàn bộ điện-tích, Anh ta 
thực sự ngạc nhiên khi thấy điện tích có các bờ là chiều dài 


+ và chiều cao e* là 


Lord Nagpier tức thì ưu ái xứng đáng để người làm vườn được 
vê nghỉ ngơi. 
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l1 SăGS => <<ế 


25 
Đạo hàm và Tích phân : 
Điện tích nhìn theo 
hai quan điểm khác nhau 





Khoảng 60 năm sau những sự kiện này, Isaac Newten ngồi 
dưới gốc cây táo đọc một cuốn tường thuật lại những việc làm 
táo bạo của người làm vườn của Napier khi anh ta đưa ra những. 
ý hiến độc đáo, 

“Thực ra người làm vườn đã làm điều gì nhỉ ? Anh (a đã chọn 
hình thù của mảnh vườn, 
hoậc có hình tam giác, hình 
chữ nhật, hình parebol, 
hoặc có hình hypeebol, rồi 
tính diện tích giữa 1 và z. 
Vậy thì có thể làm ngược lại 
được chăng ? 

- Đó là điệu Newton đặt ra 
để thực hiện. “Hãy tưởng. 
tượng”, ông nói, "là điện tích 
giữa các điểm O và z là x2/9. 
“Trong trường hợp này mảnh 
vườn phải có hờ chấn là 





-quyết định ‹gọi z lã. “đạo 
hàm)” của 23/2. 

Ống chỉ cần đọc cuốn 
tường thuật việc làm của 
người làm vườn cũng kbám 
phá ra được rằng đạo hàm 
sủa z là 1 (vườn chữ nhật, của zŠ/8 là z2 (vườn parabol) và 
của long x là 1⁄2, Cuối cùng, bằng cách vận dụng công thức 
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cuối cùng trong số các công thức, ông đã m thấy là đạo hàm 
của e* - 1 là eề, 


Chẳng bao lâu sau ồng nhận ra rằng để kg: đối hoặc tăng. 
ba diện tích của một mãnh vườn thì chỉ cần tăng dôi hoặc tăng 
ba “chiểu cao” của nó. Kết quả là nếu ông muốn có đạo hằm của 
+" thì ông chỉ cần đơn giần là tính 3 lần đạo hàm của z3/4, hoặc 
8x”, Tương tự, đạo hầm của z? bằng 2x. Từ đó ông đã có tÌ 
chóng thấy được là đạo hàm của x* là 4x, của x5 là 5x", vân vân. 

Trong các hình vẽ kèm theo đây, đường thẳng phía trên 
là một hàm của x. Nói chung, hàm này xác định chiều cao 
của một điên phụ thuộc vào x. Chúng ‡a gọi diện tích của 
diện đó là #fcb phân của hàm ấy và bản thân hàm đó là đạo 
hàm của tích phân đó. 

“Thực ra từ đạo hèm không phải do Newton đặt ra mà ông. 
thích đùng từ sự chảy hơn, còn từ đạo hàm là bắt nguồn từ nhà 
toán học Pháp Lagrange sẽ xuất hiện ở Vấn để 40 liền quan tới 
một câu chuyện hoàn toàn khác. Ngoài ra chính nhà toán học 
lớn người Đức và là một triết gia, Leibaiz đã gọi 47/2 là “tích 
phân” của x (và viết rất điệu là [xdx) dã cho diện tích của diện 
bị chăn bởi đường thẳng y = >. Bằng cách đo diện tích, anh bạn 
làm vườn của chúng ta đã tính các tích phân mả thực ra không. 

biết tới nó. 








cñA ân 
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26- 
Nâng số e lên một lũy thừa ảo : 
e'“ = co0sơ + Ïsinœ 


Số e bắt gặp ở Vấn đề 28 có những tính chất đáng chú ý rất 
giống như các số đặc biệt khác như ¡ (Vấn để 18) và x (Vấn để 
1B). Còn thấy có những điều khác thường hơn khi kết hợp tác 
động của các con số này. 

Từ người làm vườn của Lerd Napier chúng ta đã biết được. 
cách làm thế nào để nâng số e lên một lũy thừa thực. Bây giờ 
trong buổi chiến thắng trở lại vũ đài khoa học, các bạn của chúng, 
ta là nhà bác học Cosine và Giáo sư Sine sẽ giảng giải cho chúng. 
ta về các "lũy thừa ảo” bằng cách xác đình là... 

c*- =cosœ+ laina 
với một góc œ cho trước. 

“Q6 lé các bạn cảm thấy", họ nói ngay, “rằng điều này chẳng 
giống tí gì định nghĩa về lũy thừa”. Nhưng lựu ý là. 

€#= co8Cø) +isn Cơ) 
cosg - Ìsiie. 





e*xe*^ =_ (cosa + ieïne) (bbsœ+ isine) 
cos5G - Í* sinôa. 
cog3œ + sinẰœ = 1 

{Chúng tôi không phát biểu các qui tắc chỉ tiết khi tính toán 
các số ảo vì một lý do rất đơn giản là chúng giống hột các qui 
tắc đối với số thực ngoại trừ một điêu quan trọng là đừng quên 
rằng 2 = -1), Kết quá là 
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“Như quí vị có thể thấy được”, họ kết luận, “mặc dù lũy thừa này. 
hoàn toàn là áo song nó cũng ứng xử chẳng khác gì các lũy thừa 
thực mà quí vị đã gặp ở cuối Vấn để 1" 








đâu da. 
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27 
Ki =-1 


“Như chúng tôi đã nói", nhà bác học Cosine và Giáo sư Sine 
nối tiếp, “khi e, { và œ kết hợp với nhau thì xuất hiện những điều 
đáng ngạc nhiên”. Chẳng hạn như hấy nhớ lại là ở Vấn để ]IL 
ta đã thấy rằng. 
cbw=-Ï , — sinx=0 
'Với những điều kiện đó thì 
sẺ* = cosg + Ìsirmx= -Ä 

Giáo sư Sine thông báo cho chứng tôi biết rằng đẳng thức này 
đã được nhà toán học Thụy Sĩ Leonhard Euler khám phá ra ở 
thế kỷ 18, Giáo sư Sine lấy ra một ấn phẩm cổ và giải thích cho 
chúng tôi là nó miêu tả sinh động một buổi tọa đàm nổi tiếng 
giữa Cathetìne Đại để nước Nga, Euler và triết gia Denis Diderot 
trong đó Nữ hoàng đặt vấn để là Chúa có tổn tại hay không, 
Đằng những lập luận dài dồng và rất rắc rối, Diderot đã cố tìm 
cách chứng minh rằng Chúa không tổn tại. Ngược lại, Euler đã 
giản dị nói rằng “Vì e* = -1, nên Chúa phải tồn tại”. 

"Để tò lòng trân trọng thiên tài vĩ đại của Phler”, Giáo sư 
Sine nói tiếp, "công thức của ông xuất hiện trong Viện bảo tàng. 
Phát mình ớ Paris tại một căn phòng ở đó số x được viết ra với 
một số khổng lổ các số thập phân. Nếu các vị thích thì một ngày. 
nào dó tôi sẽ dẫn các vị tới đỏ". 


Câu chuyện thực cồn vui nhộn hơn: Euler đã giều Diđerót bằng cách 
bịa ra một công thức võ nghĩa : 
“Thưa Ngài, ®+Ð“ _ „ nên Chúa phải tổn tại XỈn Ngài giải 
đáp chó I" = 
Điderot tội nghiệp sợ quá chẳng đám trả lời. 
(ề. T. Bell, fen øƒ fathemodics, Simon and Schuster, 1937). 
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C0s20 = C0S2G - Sỉn2œ 
sỉn2œ = 2sinœcosœ 


Lai một lân nữa chúng tôi đã để cho cặp hai người đầy năng 
động Cosine và Bine hướng dẫn vào thế giới toán học. Hôm nay 
"họ giới thiệu với chúng tôi hai trong số các môn sinh của họ có 
tên là Coø T1 và Sin II đều là những bạn trẻ biết uốn đẻo có thể 
thay đổi cả cbiểu cao lẫn bể ngang của mình, 

“Chắc các vị còn nhớ”, nhà bác học Cosine nói với chúng tôi, 
“là các vị đã gặp số e"” ở Vấn dễ 26. Bây giờ ta xem e? là cái 
gì đây”. Trước hết 

cần = e“xeS 
(cose + isina)* 
eos8œ + 2isincosœ + Ì gin2œ, 
(cách làm của anh bạn chúng ta ở Vấn đễ 6) 
= _eos°u.- sin2œ + 2isinucosu. 
Nhưng chúng tả cũng biết rằng 
êm c dữ) 


=_e0s8g + isin2o. 
hi các phần thực và phẩn ảo được đối chứng với nhau thì 


hai công thức thật đẹp đã nổi lên và các môn sinh Cos II và Sin 
TÍ đã viết lại là 


eos2œ = c0s°œ - sỉ 
sin2œ = 2sineeos 


“Nói thật là”, nhà bác học Cosine về sau đã tâm sự với chứng. 
tôi, “có thể rút ra được hai công thức này mà chẳng cần phải 
dùng đến các số ảo nhưng cách chứng minh thĩ có hơi phức tạp. 

Điều này cho thấy để giới thiệu những thứ trừu tượng thủ nó có 
thể hữu dụng và lý thú biết bao”. 
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Chuỗi số 


29 


1+2+..+n=1 


8Ñ + 1) 
2 





Mặc dầu có những điều mà mật số người muốn chúng ta phải 
tín song việc các giáo sư hành hạ sinh viên của mrình không phải 
à một hiện tượng mới muề gì. Chẳng bạn năm 1787, một giáo 
viên nhìn đâu cũng thấy cảnh lộn xộn trong lớp học đã quyết 
định phạt học sinh bằng cách bất họ tính tổng 

1+2+...+ 100 

của 100 số nguyên đầu tiên. Hy vọng sẽ được yên cho đến cuối 
giờ, người giáo viên đó thanh thân ngôi xuống.. Thật bất hạnh. 
cho ông, một trong số học sinh của ông, Car] Friedrich Gauss, 
*rong vòng có năm phút đã nói rằng làm xong bài tập mã thậm: 
chí không phải làm mật phép tính nào cả. 

“Rất là đơn giần", cậu bé giải thích, “Nếu em viết cũng tổng. 
đồ bên dưới tổng trên nhưng theo trình tự ñgược lại, 


+ 2+ 3 + - + 100 
100 + 98+ 98+ 2 + 1 
xôi công lại thì em sẽ được hai lần con số xnä thầy bắt. chúng em 
phải tính. Nhưng 1 + 100 = 2 + 88 = 2 + 98 =... = 101, Công 
“đạc xuống" em được 100 lần con số 101". Kết quả là tổng đó 
đúng bằng : 


v* 100 x 101 = 5080. 


Người thấy giáo hơi bị ngỡ ngàng, song Gauss lại tiếp tục nói 
xằng cách làm này có thể dùng được để tính tổng của n số nguyên 
đầu tiên : 


1+Ð+o.+n=2[0+n)++n<1)+,. rún + DỊ 
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Vì mỗi một trong n số hạng ở biểu thức trên đều bằng n + 1, 


nên 
1 
1+2+.+P= 2 nến + 1) 


Ế Áạc sIÁ dâu điềm cẤU cấm giấm 
sệng 482 cổ các số sát a4lax đắc dểÖ« 
đời 2s: cứ AÁế (mm cÍo đểm 700. 









Äfhuua do số Áa¿ c‹ễt lổ đa sÁ 
xât ueái cộng c4 ng. %¿ 


S5 


$Õ 


Dãy Fibonacci : 
Ea = án + En2 


'Vào khoảng năm 1900một người Ý tên là Leonardo Fibonacei 
đã xét tới bài toán sau đây. Giả sử có một cặp thỏ mắn để cứ 
cuối mỗi tháng lại sinh ra một cặp mới. Nếu mỗi cặp mới đó 
cũng lại đẻ sau một tháng và nếu không con nào bị chết cả thì 
sau một nấm có bao nhiều cặp thổ ? 

Để tính được con số này, Fibonacci đã quyết định gọi Fn là 
số cặp có ở đầu tháng thứ n. Như vậy F¡ = 1 và F2 = 2 vì ở đầu 
tháng thứ nhất chỉ có đúng một cặp lúc đẫu nhưng đến đầu tháng. 
thứ hai thì cập đầu tiện đó đã đề ra cặp thứ hai. 

đôi öng lại nhận xét rằng ở đầu tháng thứ n thì các cặp có 
Yhể chia thành hai nhóm : số Fø. các cập cũ” đã có sau n-1 
tháng, và số các cặp “mới” vừa được.sinh ra. Vì một cặp mới sẽ 
đề sau một tháng và đẻ ra cháu đấu tiên sau một tháng nữa nên 


số các cập mới bằng tổng số các cặp hai tháng trước là Fu... Xết, 
quả là 








 n= mi + n2 











Bằng cách dùng công thức này và các giá trị bàn đầu Fi = 1 
và F¿ = 2, có thể chỉ được ra rằng sẽ có F12 = 233 cặp sau một 
năm. Chuỗi các số En gọi là dây Eöonacei. Theo qui định chung, 
các giá trị ban đần thường lấy là 1 và 1 thay vì 1 và (để thay 
bằng các số hạng sau đây trong đấy) 


1,1,2, 3, 5,8, 18, 21, 34, 55, 89, 144, 288, vấn van. 
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đ/ 
Số cách sắp xếp n vật là 
!=nx(n-1)xín-2)x...x3x2x 1 


Nếu ta muốn đật một cuốn đại số và một cuốn hình học vào 
hai ô kéo khác nhau thì có hai cách để làm việc đó : Cuốn đại 
số xếp vào một ngăn còn ngăn kia dành cho cuốn hình học, Nếu 
ta lại có thêm một ngăn thứ ba và một cuốn số học thì bấy giờ 
lại có nhiễu cách xấp hơn. Cuốn số học có thể đặt ở các ngăn 
thứ nhất, thứ hai hoặc thứ ba còn hai cuốn kia thì xếp vào hai 
ngắn còn lại. Ta đã thấy rằng điều này có thể thực hiện được 
theo hai cách khác nhau. Kết quả là có 6 = 3 x 2 cách sắp xếp 
ba cuốn sách như thấy trong hình vẽ, 

Nếu ta thêm một ô kéo thứ tư và một cuốn lượng giác thì bây, 
giờ sẽ có bốn chỗ õi một trong 


bến khả năng đó lại sẽ có ö cách để sắp xếp ba cuốn cồn lại như 
ta vừa thấy. Do đó có 








24=4x6=4#;3x2 
cách để sắp xếp bốn cuốn sách. 
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'Tất nhiên 3 x 2 có thể viết được là 3 x 2 x 1, và 4 x 8 x 2 thì 
tương đương với 4 x 3 x 2 x 1. Số 3 x 2 x 1 gọi là “3 giai thừa" 
và viết là 3! Tương tự 4 x 8 x 2 x 1 là "4 giai thừa” và viết là 4! 

Nếu bây giờ ta muốn biết có bao nhiêu cách có thể sắp xếp 
cho 20 tập của một bộ bách khoa toàn thư thì ta phải tính số. 
90! (20 giai thừa”). 

301 < 20x 19x 18x 17x 16x 1 x 14x 13x 19x 11 x 10 

x9x8x7x6x5x4x3x2x7 
=__ 2.439.902.008.176.640.000 
Thư vậy có khoảng 21⁄2 10 lũy thừa 18 cách khác nhau để sắp 
xếp bộ bách khoa toàn thư này vào 20 ô kéo. 














“2A2 
đi AÁ2¿ suất 77 ngàu đý nữ 





Ll xẻ, 
& mất Ácẩu sửa sốt màn Âm siết một giây 
y suốt đu «ong Àếf dược 77 
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Zeno vùng Elea là một triết gia Hy Lạp rất thích các nghịch 
3ý. Một hôm ông tuyên bố rằng không thể có chuyển động được. 
Ông lập luận rằng để một mũi tân bắn được tới đích thì trước 
hết nó phải bay qua được nửa. khoảng cách, rồi nửa của. khoảng 
cách còn lại, rôi lại nữa của khoảng cách còn lại tiếp theo, vân 
vân, cho nên có thể thấy rằng mũi tên thực tế sẽ chẳng bao giờ 
tới đích được cả. 

“Thực ra thì ta biết rằng mũi tên sẽ bến được tới đích của 
nó. Sở đi như vậy vì thời gian cân có để đi hết các khoảng 
sách liên tiếp nhỏ dẩn ngày càng ít đi. Song nghịch lý của 
Zene lại cho thấy một mét có thể phân thành 1⁄2 mét (nữa 
đều tiên), cộng 1⁄4 mét (nửa đầu tiên của phần còn lại), cọ g 
thêm 1⁄8, cộng thêm 1⁄4, vân vân, Giống như trường hợp tỷ 
số vàng ở Vấn để 17, thật là bất tiện khi phải tính giá trị 
của chuỗi này đến võ hạn. Song ngay cả khi ta chỉ cần xét 
32 (= 08) 1⁄2 + 1⁄4 (< 0/8), và 1⁄2 + 1⁄4 + 1/8 {= 0,878) tạ 
cũng có thể thấy được rằng giá trị này ngày càng gắn tới | 
mỗi khi ta “cộng thêm một số hạng”. Kết quả là t4 có thể 
biểu thị sự hội tạ 






lầy bằng cách viết. 








Đấu ba chấm chỉ cho biết rồng càng thêm nhiều số hàng hơn 
vào tổng ở bên trái thì giá trị của nó lại càng gản 1 bơn, 

Đổ giải trí, bạn đọc có tiể sát ra được công thức này bằng 
sách đặt x = 1⁄2 trong phương trình được nói tối ở Vấn để 33 
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Nhờ sự giúp đỡ của Zeno vùng Elea mà ta thấy rằng có thể 
dùng cách lập luận thông minh mà suy xa được tổng của một 
chuỗi vô hạn các số mà thực tế không cần một tính toán cụ thể 
nào. Bây giờ ta sẽ thử xét tới một công thức tổng quát hơn cũng. 
thuộc loại đó. : 

Lại nhờ có anh bạn treo biển quảng cáo mà‡a đã biết được 
vàng 

(1-3)(1+3)=1-s2 
Nếu ta cộng số z2 vào số hạng 1 + + ở vế bên trái của phương. 
trình này thì nó sẽ nhân với 1 để có x2 và với ‹x để có -x5, nên 
(1-3)(1++.329)= 1-22 +z2-422=1- x8 
“Tiếp tục cộng thêm các số hạng liên tiếp +Š, +", vân vân vào số. 
hạng 1 + z + +? thì biểu thức ở bên phải sẽ trở thành 1 - z4, rồi 
1 SŸ, vực. 

Nếu z là một con số nhỏ hơn ¡ thì các số +, x3, x', vân 
vân ở biểu bên phải sẽ ngày càng nhỏ hơn và sẽ mau chóng 
tiến tới 0. Chẳng hạn, nếu x = 0,2 thì z2 = 0,04, x5 = 0.008, 
## = 0,0016, z” = 0,00039, vân ván. Nếu tạ tiếp tục quá trình 
cộng thêm các số hạng liên tiếp eho đến-vô hạn thì ta sẽ có 

(1-z](1+x+ax?trz2+ 
từ đó có thể rút ra phương trình ở đầu để Thực này ` 

Ta hãy trở lại ví dụ x = 0,2. Giá trị của số hạng bên phải là 











*_ Phương trình nầy điêu cỗ giá trị cho cổ hơi giá trị.đương và âm của. 
x miễn là giá trị tuyết đối |x{ nhỗ hơc 1. 


$3 





trong khi đó giá trị cũa sáu số hạng đầu ở bên trái là 
1+x+2?+tx2+xt + 2 = 124992 

Nếu các số hạng tiếp sau được cộng thêm vào như +5, x7, v.v... 

thì giá trị của tổng càng gần giá trị “thực” 1,25. 
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34 


Một vài tổng khác. 


Ở các trang trên ta đã thấy răng nhờ có sự giúp đỡ của Gauss, 
Zeno vùng Elea, và anh bạn treo biển. quảng cáo của chúng ta 
xà tương đối đỗ đàng tính được các tổng đặc biệt như của n số 
nguyên đầu tiên, 1⁄2 + 1⁄4 + 1/8 +.... và 1 +x.+ 32 +... Cũng với 
thời gian, nhiều nhà toán học đã. tầm mọi cách vận dụng các tổng 
*ô hạn” khác tương tự như các tổng ở các Vấn đề 21, 32, và 33 
để tính một số các số đác biệt trong đó có các số z, e, và ]og 2 
mà ta đã gập trong quá trình khám phá toán học của chúng ta. 
Một số các công thức nổi tiếng nhất trong số này được ghi lại 
dưới đậy. Để giải trí, bạn đọc có thể trấc nghiệm các phương 
trình này bằng cách tính giá trị các biểu thức bên phải với số 
các số hạng tăng dẫn và sẽ thấy rằng các tổng này ngây càng 
gẵn với các số đặc biệt ở bên trái, Tất nhiên. ngày nay, khi đùng. 
máy tính thì muốn có các số đặc biệt đó sẽ dễ. đàng hơn nhiều, 





S “mm AE , 
MỘC. 38 5 7 '§ 
ÔÖỔ.tEẻ 4 xÍ 
ingg =1. 2.1. 1Ÿ _ 
ki +» + *g 
Đo Tg SEo, XU 2 ậD, 
§ “vất mỹ gia 
3. 1, šT.. 3 
=1+ 7+ + + 
$ tr? 5 tạ, 
Ở tổng cuối cùng, các mâu số 1,2, 6, Z4, 120,... 





là các số nỈ đã gặp ở Vấn đề ä1, 
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Các Vật thể 


trong 


Không gian 
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Định lý Euler 
f-e+v=2 


Đa điện là một cổ thể giới hạn bởi các mặt phẳng, các cạnh 
thẳng và các đỉnh. Ví dụ khối lập phương và tứ điện là các da 
diện. Tất cả các đa diện đã được chấp nhận đều thôa mãn định 
3ý Euler : 

f-etu=Ð 
trong đó £ là số mặt, e la số cạnh và v là số đính, Với một khối 
lập phương thì. 
5 6-12+8=2 
và với một bử điện thừ 
4-6+4=? 

Thông chứng mình kết quả này một cách tổng quát song ta 
có thể thấy xằng nó đúng là như vậy bởi một khối lập phương. 
có thể "biến đổi” thành một tứ điện bằng cách thêm vào hoặc 
Tẩy đi các cạnh và các đình. Mỗi lần thay đổi như vậy thì số £ - 
ø + v đều không thay đổi. Những phép biến đổi tương tự có thể 


biến đối tất cả các đa điện đã được chấp nhân như các lăng trụ 
và các khối tám rnật.. 
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Diện tích một mặt câu bằng 4zR2 


Một bé gái thích nghịch ngợmm vừa được cho một quả cầu bằng. 
giấy thấy rằng điều tốt phất để chơi với quả cầu đó là cất nó 
thành hàng ngàn các mảnh nhỏ. Vì cô bể cồn cổ một cái hộp 
hình trụ để dựng nó nên cô đã quyết định phanh cái hộp ra và 
dán các mảnh nhô đó vào bên trong. Lúc đều cái hộp đó trông. 
đủ lớn để đán toàn bộ quả cầu nên cô cho rằng sẽ có nhiều chỗ 
để đón. 

C6 thật ngạc nhiên khi khám phá ra rằng cô cần phẩi dùng 

dần tất cả các mảnh của hình cầu. Tĩnh 

thích Em hiểu của cô bé đã khiến cô nhận ra ngay rhột vấn để 

về hình học rằng điện tích của cái hộp hình trụ phải bằng điện 

tích của mặt cầu bao kía. Vì chiếu cao của hình trụ bằng bai lần. 

bán kính R của mặt cầu và vì chu vì đấy của nó bằng 24R nên 
điện tích đó là 





A=2R x 2 


L==] 


Suy nghĩ về kháto phá của mình cô bé kết luận rằng vì bán. 
kính của trái đất khoảng 6400 kilornet nền điện tích của nó phải 
xếp xỉ bằng 

A = 4x3,141ã59 x (6400)? km? 
4 818 triệu bilomet vuông 

Bằng cách so sánh thì thấy nước Mỹ chiếm khoảng 9,4 triệu 

kilomet vuông bằng chưa đây 2% diện tích địa cầu. 
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37 : 
Thể tích hình cầu bằng 3Ñ” 


Ở Vấn để 10 chúng ta đã thấy Archimedes làm thế nào 
để có thể tính được diện tích một hình tròn khi đã biết chu 
vi bằng cách cắt nó một cách thông mình thành các lát mồng. 
Những đồ tạo tác mà các nhà khảo cổ đã khai quật được cho 
tối nay đã khiến chúng ta tìn rằng những người Ai Cập cổ 
đại cũng đã thực hiện một điều tương tự khi tính thể tích 
của một hình cầu khi đã biết điện tích mặt ngoài* Các đổ 
tạo tác này hầu như đã chắc chấn là được làm ra vào thời 
xây dựng các Eim tự tháp hùng vĩ. Như thấy ở hình vẽ, các 
đồ tạo tác này là các hình chóp đồng đu nhỏ bằng đá có 
đáy là hình vuông và các đình nhọn mà khi ghép lại với nhau 
thì tạo thành một hình cầu về đại thể mà các đỉnh thì định 
vị tất cả tại tâm điểm. Thể tích v của mỗi hình chóp thì bằng 
diện tích a đấy của nó nhân với chiều cao R của nó (bằng 
bán kính của bình cẩu) chia cho Š: 


v=Š (xa) 


(Không giống như hình thang ở Vấn để 8, hình chóp không thể 
đễ dàng cắt nhỏ thành các mảnh hình học đơn giản có thể tích. 
dễ dàng tính được cho niên chứng tôi chỉ để nghị bạn đọc là chấp 
nhận công thức cổ điển trên.) 





\ø như trong trường hợp hình tròn (Vấn để 10, thuật ngữ mà 

các nhà toán hoc sử đụng đã phân biệt giữa mặt cắc (aphere) chỉ là 

“một diện, và một bình cầu (a ball) là cố thể bao bởi điện đó. Tuy 

nhiân trong tiếng Anh hàng ngày vẫn quen dùng từ sphere để chỉ 

cả cố thể trên. (Trong tiếng Việt từ sphere được dịch ra cã hai từ, 
mặt cầu và hình cầu.) 
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Nếu bây giờ chúng ta bất chước Archimedes và cộng tất cả 
các thể tích nhô này lại với nhau thì ta được thể tích Ý của cả 
hình cầu, tức là phải bằng R/8 nhân với tổng của tất cã các diện 
tích a, vừa vận bằng diện tích A của mặt câu, Do đó 
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Góc ở tâm của một tứ giác đều bằng 
1099287 


"Mật số và sao trong bầu trời toán học như số z đã nổi tiếng 
từ thời cổ đại trong khi các vì sao khác trong đó có các số ¡ và 
® gặp trong cuốn sách này chỉ là những khám phá tương đối gắn 
đây. Thật là thứ vị khi thấy một con số nổi tiếng khác nhưng ít: 
được nhiều người biết tới hơn là x, ¡ và e lại ẩn náu trong lòng 
các viên kim cương. 


Kim cương có được là do có một sắp xếp đều các nguyên tứ 


cacbon nằm ở các góc một tứ giác đều (Ct, Ca, Ca, C4) và tại 
trọng tâm G của nó. ẳ 





Có thể chứng minh được rằng các góc C¡GCa, C)GC¿, vận văn 
đều bằng nhau và co của chúng là -1⁄3. Sở dĩ như vậy là vì nếu. 
B là diểm mà đường thẳng CIG gặp mặt phẳng CzO20¿ thì 
khoảng cách GB bằng một phẩn ba C\G. Nếu cos là -1/3 thà góc 
đó phải xấp xi bằng 10928, 
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ä&9- 
Các cây cầu Konigsberg 


Ở thế kỹ 18, những thị dân ăn không ngôi rồi của đề thị Phể 
'onigsberg đã giết thời gian bằng cách thả bộ qưa bảy cây cầu 
bắc ngang Sông Pregel và có lẽ vừa đi vừa thả những viên sôi 
xuống đường như Torn Thumb trong câu truyện xưa và như trong. 
bình vẽ kèm theo đây. Họ đã thử đi thử lại mà chẳng bao giờ 
ầm được việc đi qua tất cả các cây cầu đó mà không phải đi qua 
xmột cây cấu nào trong số đó hơn một lẳn. Cuối cùng thì nhà toán 

học lớn Euler đã cho biết là không thể làm được điều đó. Để làm 
việc này ông đá đơn giản Hóa bài toán bằng cách biểu thị nó 
bằng đỏ thị như dưới đây trong đó'B, C và D mỗi chữ biểu thị 
một bờ của con sông, A biểu thị đề đão và-mẫi đường thì tương. 
ứng một trong 7 cây cầu. 





B 


ôi Euler có nhận xét rằng bài toán đi qua cầu tương đương. 
với bài toán tìm một mạch chạy theo tất cã các đường mà không 
bao giờ được đi qua cùng một đường trong hai lần. Nếu có thể 
thực biện được thì một khi đến được một điểm trên mạch tại đó 
phải có hai đường đi qua, một ứng với đường đến và một ứng với 

g từ đó đi. Điều này có nghìa một con số chẩn các dường 
phải tỏa ra từ mỗi điểm trừ hai điểm tại đó mạch bắt đầu và kết 








2u 


thúc. Song không thể thỏa mãn được điều kiện này vì mỗi điểm. 
A, 8, Ô và D nối với các điểm khác bâi một số lẻ các đường. 

Về sau này, Konigsberg đã trở thành một thành phố ở Liên. 
Xe gọi là Ealiningrad. Ngày nay bài toán các cây cầu đã bị loại 
bỏ qua việc đã xây một cây cầu thứ tám. Bạn đọc có thể tin tường 
được rằng cây cầu mới đó, bất kể được đặt ở đâu, sẽ làm chơ. 
người ta có thể đi qua tất cả các cây cầu mà chẳng bao giờ cẩn. 
phải đi ngược trở lại lần nào. 
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Số nguyên, 


Số nguyên tố 


40 
Định lý Lagrange : 
Mỗi số nguyên đều là 
tổng của bốn bình phương 


“Bự cố thám hình vuông” là trong tâm cuộc tranh luận gần. 
đây được đăng tải rộng rãi trên báo chí. Cuộc cãi vã bất đầu từ 
*bi tập đoàn các nhà sản xuất thảm Martian quyết định chỉ bán. 
các tấm thảm hình vuông mỗi cạnh đo được tmột số nguyên mét, 
Đổi với một khách hàng cần 16m chẳng hạn thì ẩn thôi vì chỉ 
xnật miếng 4 mét nhân 4 mét là xong, nhưng ai mà cần tới 
20m °thì không gặp hên rỗi Coi như kết quả của một phát triển 
mới về câu chuyện này, cuộc tranh luận. bây giờ được đặt ra để 
giúp cho các nhà sản xuất thắm. Họ đã tìm ra một công trình 
của Lagrange, một nhà toán học sống ở thế kỷ 18 và đã có khám 
bá sau đây : Bất kỳ một mặt hình chữ nhật sào có diện tích là 
rột số nguyên cũng đều có thể tách: thành 1, 2, 3 hoặc 4 mật có 
diện tích là bình phương của các số nguyên. Ví dụ 


8m SE) 
th Nh co mì 
HE] _ HE ứn xin” 


Một cách tổng quát, Ladrange đã chứng mình rằng bất kỳ 
một số nguyên nào cũng có thể tách thành các tổng của không. 
quá bốn bình phương. Một ví dụ khác là 

97= 64+26+4+4=6?167+73422 
= 81+16- 9+2 
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như thấy trong hình vẽ kèm theo. Trong trường "Tợp này số hai 
cách tách 87 thành các bình phương trong đó cổ một cách ngắn 
gọn hơn. 

Để giải trí, bạn đọc có thể chọn các số khác và chứng tô cho 
thấy rằng chúng lúc nào cũng có thể tách được bằng ít nhất một 
cách để có các tổng chứa không nhiều hơn 4 bình phương. 





4/ 


Định lý cuối cùng của Fermat 


Chúng %a đã thấy ở Vấn để 40 là sự cố thâm hình vuông đã 
kích thích sự quan têm của người ta như thế nào khi tầm các 
cách tách các con số thành các tổng những bình phương. Người 
ta mau chóng nhận ra rằng một số bình phương có thể tách tiếp 
thành tổng của hai bình phương. Ví dụ 

26=16+ 9 


169 = 144 + 25 

Những quan sát tương tự cũng đã được thực hiện ở thế kỷ 17 
và đã khiến một nhà toán học thời đại đó, Pierre de Fermat, 
đặt cùng câu hỏi cho một nội dung 3 thứ nguyên : Liệu một khối 
lập phương có các cạnh là một số nguyên có thể tách được thành 
hai khối lập phương khác cũng có các cạnh là các số nguyên được. 
không ? Nói cách khác là có các số nguyên x, y, và z nào (biểu 
thị các cạnh của ba khối lập phương) sao cho. 

23 = y2 + z* được không ? 

hông giống như các hình vuông, không có các khối lập 
phương nào như vậy cả. Ví dụ 8 = 2 hoặc 27 = 3" không bao giờ 
có thể viết được thành tổng các tam thừa của hai số nguyên, vì 
vậy mè cô bé trong hình vẽ sẽ chẳng bao giờ làm cho cái cân 
của mình được thăng bằng cả. 

Trong một thành tựu phí thường, Fermat tuyên bố rằng đã 
khám phá re một phép chứng mình thật đẹp đối với một kết quả 
còn tổng quát hơn : Tính không thể tách các tam thửa thành 
tổng các tam thừa đã được mở rộng cho tất cổ các lũy thừa nguyên 
lớn hơn 3, tức là nếu x, y và z là các số nguyên và nếu n > 3 thï 


phương trình 
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không bao giờ có thể thỏa mãn được cả. Song thậm chí sau ba 
thế kỷ đầy nổ lực mà vẫn không có xnột nhà toán học nào có thể. 
xác lập được rằng mệnh để tổng quát này là đúng. Bạn đọc nào 
có thể &m ra một phép chứng mình thì chắc hẳn sẽ phải nổi 
tiếng lắm. 





SWẬy súc Ađất đá /Á mg đẾ các căm Áóng (Ác 
Am các đong đồng cược. 


118 


42 h 
Các số nguyên tố không chia hết được 


Các vị biên tập mục thể thao trên báo chí từ lâu đã biết rằng 
các phóng viên chụp hình của họ luôn luôn tổ ra linh hoạt hơn 
Khi họ được cử đi chụp các trận đấu bóng bầu dục so với khi họ 
hải chụp các trận bóng đá. Một quan sát nhỗ đã khám phá ra 
những lý do của sự so sánh này và đã đi tới những kết luận có 
phần đáng ngạc nhiên. 

“Vẻ bản thân các môn thể thao thì chẳng có chuyện gì”, một. 
phóng viên chụp hình giải thích. “Đơn giần chỉ và trong đấu bóng 
bầu dục thì có 16 đấu thủ nên trong những bức hình chụp toàn 
đội bọ có thể xếp thành ba hàng năm. Còn trong bóng dá thì lại 
khác, chỉ có 11 cầu thủ và họ không thể nào xếp được thành các 
hàng như nhau được 

"Mật chuyên gia khoa học đã khẳng định rằng câu nói này có 
# nghĩa đó. “Thực tế là”, ðng đáp lời, “con số 15 có thể chia thành. 
các số nguyên nhỏ hơn : 1ð = 5 x 8. Ngược lại, con số 11 thì chỉ 
có thể chia cho chính nó và cho 1, nên chúng tz mới gọi nó là 
một số nguyên, tố”. 


Ông nói thêm rằng mười số nguyên tố đấu tiên là 2, 8, 5, 7, 
11, 13, 17, 19, 28, và 29. Trừ con số 2 còn lại tất cả các con số 
mày đều là lẻ. Song không nhất thiết các con số lẻ là số nguyên 

. Chẳng hạn như 9 = 8 x 8. lõ = õ x 8, 85 = Š x 7, vân vận. 

Được hỏi làm thế nào để có thể giải quyết được bài toán các 
bức hình đội bóng đá thì vị chuyên gia nây za một ý nghĩ rằng 
cứ phải đành bỏ đại đi một cẩu thủ nào đó : “Rồi chia các cầu 
thủ còn lại thành hai” Ông gợi ý như vậy. Nhưng liên đoàn bóng 
đá chuyên nghiệp đã phản đối nên các phóng viên chụp hình 
văn phải tiếp tục chụp hình đội bóng với bấn cầu thủ đằng trước. 
và 7 cầu thủ đăng sau. 
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“Giả định của Goldbach : 
Mỗi số chẵn đều là 
tổng của hai số nguyên tố 


Trong cuốn sách này chúng ta đã bất gặp nhiều kết quả và 
công thức toán học và thấy rằng động lực dẫn đến việc khám 
phá ra chúng thực sự là khác nhau. Trong lý thuyết số chứng ta 
đã thâm nhập một lĩnh vực mà những thôi thúc chính là sự tà 
mà thuần túy và điễu mong muốn dơn gián là biết nhiều hơn 
nữa. Đó là điều đã khiến Golbach, một nhà toán. học Đức sống 
# Nga vào khoảng năm 1750, có nhận xét là 

4= 2+8,6=3+.8=6+3,10= 7k3, 1237 +6, 

H.= 7+7 = 3+11 16=11+5=3+13, 

18 = 11+7= 1+6, 20=18t7<17+3 

Nói cách khác mỗi số chẩn từ 4 đến 20 đều ]à tổng của hai 
sẽ nguyên tố. Thế rồi Geldbach tự đặt cho mình cầu hỗi sau „ 
Điều đó có đúng cho tất cả các số chẩn hay không 2 

Bạn đọc có thể tin được rằng với bất kỳ một số chấn nào 
mình chọn thì bao giờ cũng có hai số nguyên tố a vả biểN 
œa + b. Chẳng hạn 48 = 11 + 3ï. Nhưng chưa hể có nhà 
#oán học nào chứng minh được giả định của Goldbach dưới 
đạng tổng quát nhất của nó. Chưa hề có ai tìm được một con. 
số chẩn nào mà không thể biểu thị được là tổng của hai số 
nguyên tố và cũng không có ai chỉ xa được rằng một ngày 
nào đó điểu này có thể sẽ không xảy ra 
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44 
Định lý số nguyên tố 


Nếu bạn nhìn vào một bểng các số nguyên tố bạn sẽ thấy 
chúng được phân bố rất thất thường. Chẳng hạn như có thể có 
một chuỗi số đài không phải là nguyên tố như 90, 91, 98, 94, 95 
và 96 rồi tiếp sau là nhiều số nguyên tế rất gần với nhau như. 
97, 101 và 108. Điều hiển nhiên hơn về việc sự phân bố này là. 
hông đều bắt nguồn từ một thực tế là chưa hê c ai tìm ra được 
một “công thức * đơn giân đảm bảo phát sinh các số nguyên tố. 

Song gắn cuối thế kỳ trước các nhà toán học đã đi tới một 
kết luận đáng chú ý sau đây : Mặc đầu có thể là không tìm ra 
được một công thức tổng quát cho gì trị chính xác của số nguyên. 
tế thứ n song có thể đánh giá được độ lớn của nó. Khí n càng 
lớn thì số nguyên tố thứ n càng gần với n'Ìoz n. 

Chẳng hạn nếu n = 100 thì số nguyên tố thứ 100 là B41 trong 
khi giá trị của 100 log 100 xấp xi bằng 460,517. Do đó có một. 
khác biệt khoảng 81 giữa giá trị thực và giá trị gần đúng, ứng. 
với một sai số tương đối là 81/541 = 15%. Song nếu n = 1000 thì 
số nguyên tố thứ 1009 ]à 7919 và giá trị xấp xĩ là 6901,75. Trong. 
trường hợp này thì sai số tương đối chỉ là 1001.7919. 12,8%. 
Việc chứng mình điều goi là.đpnh /Z số nguyên đố cực kỳ khó 
song những ví dụ này cũng gợi cho thấy rằng sái số tương đối 
thực sự quả là ngày càng gần tới.số 0 khi n ngày càng lớn : 


số nguyên tố thứ n =n Ïog n (n lớn) 


Công thức" cho tất cÂ các sổ nguyên tế quả là có tầu tại song lai 
liên quan tới những phép tính toán phức tạp tối mức chúng không 
có mặt giá trị thực tiễn nào cÃ. 
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45 


Cơ may trúng xổ số 


Leto “6/49" là một kiểu xổ số phổ biến ở Quếbec và ở châu 
Âu trong đó rút ra con số ngẫu nhiên từ 49 con số. Những người 
trúng giải thưởng lớn là người đã chọa đúng 6 con số trên các 
vé sổ của mình. Rõ ràng là có nhiều cách chọn 6 con số từ 49 
con, đó là lý đo tại sao các cơ may trúng giải lớn rất là nhỏ. Đối 
với một người chơi đã chọn 6 con số thì tỷ 1$ chính xác để trúng. 
là bao nhiêu ? 3 

Để có một khái niệm về bài toán này ta hãy tưởng tượng. 
một cách chơi xổ số đơn giần hóa-là *#/5" trong đó rút ra hai 
con số từ ð con số. Có thể rút ra được các cấp sau đây : 

(1,2) (1,8) (1.4) (1.8) (2,3) (2,4) (3,8) (3.4) (3,5) (4,8) 
cho tổng số là 10 cặp. Sở dĩ như vậy vì có 5 khả năng cho con 
số thứ nhất và 4 khả năng còn lại cho con số thứ bai cho cả 
thảy 20 cách rút có thể. Nhưng mỗi cách rút thực tế đã được 
tính là hai lần, ví dụ (1,2) và (2,1) thực ra là như nhau vì thứ 
tự các con số không thành vấn để, Kết quả là thực tế cá 20/2 
= 10 cách rút có thể xảy ra. Hằng cách lập luận tương tự có 
thể thấy được rằng con số các cách rút khác nhau trong dích 
thực cách xổ số 6/49 là 
y„ 49x48 x 4ï x46 x 45 x 44 
6x5x4xêx2xz1 
Trong trưởng hợp này tử số giữ vị trí của ð x 4 và mẫu số thay 
cho 8 x 1. Do đồ số các cách rút 
N= 18.983.816 


"không giống như người chơi xổ số 2/5 đang xem kết quả trên 
truyền hình kèm theo đây, những người chơi đích thực xổ số 6/49 
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không thể có điều kiện mua đủ số về có đại bộ phần các kết hợp 
có thể, Thực tế xác suất trúng giải p chỉ là 1/13.9B3.816 hoặc 
.Ð*0,000000072 


tương ứng với T cơ may trơng số 100 triệu. Vì thế mà quá ít người 
trúng dược giải lớn. 






Lj Alasg 72 
Ai đạc diaÁ ð cên 
AÁd ngay Ám sơ 2. 
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46 
Rulet và Martingal của d”Alembert 


Nếu bạn không có quá nhiều tham vọng thì có một cách chấn 
chắn để thắng khi chơi rulet là theo chiến. lược được gọi là 
Martingal của điAlembert. Đây là một hệ thống đánh cược, đánh 
$1 ăn Š1. 

Bạn bắt đều đánh $1 màu đỏ. Nếu za đỏ bạn được $2 cho $1 
sược lúc đầu, do đó bạn được chính xác là $1 và bạn cớ thể thôi 
Nếu không thì bạn lại cược Ÿ2 màu đồ. Nếu màu đỏ ra thì bạn. 
cược $4 sau khi đã đánh một tổng số là $3 ($1 ở vòng đầu và §2 
ở vòng thứ hai), do đó cả thấy tiên được cuộc của bạn là-$1 và 
bạn có thể thôi. Nếu “không thì bạn đánh $4 màu đỏ. Nếu ra đỏ 
thì bạn được $8 sau khi đã cược một tổng số là §7 (1 +3x4). 
Đo đó bạn được $1. Nếu chưa thôi, bạn tiếp tục theo ùng chiến 
lược đó, mỗi lân đánh gấp đôi cho màu đỗ cho đến khi màu độ 
7a lên cuối cùng. Vì điều này cuối cùng phải xảy ra nên chiến 
lược đánh cược bảo đấm là có kết quả. 

Yấn để là để thấng được $1000, bạn có thể cẩn đánh các 
khoản tiến $8000, §7000 hoặc thậm chí $15.000 hoặc hơn nữa. 
Ngoài việc bạn có thể chưa hẳn đã có nhiều tiên nhự Yậy* còn, 
có việc là tiền đánh rulet là có giới hạn. Điều đó có nghĩa là bạn. 
số thể không tiếp tục được chiến lược đó tại chính thời điểm mà. 
màu đẻ ra có quyết định, đó là điều đã xảy ra cho ông bạn đánh 
xulet bất bạnh trần hình kèm. theo, người đã mất tổng cộng tất 
cả các tiền đặt cược của mình. Mặt khác, nếu bạn chỉ muốn thắng. 
đủ để có thể nói là bạn đã hạ được căn nhà thì chiến lược này 
hoàn toàn thích hợp đó. 





* Chú ý rằng người đánh với số tiên ban đầu j 21 dpllare theo ý 
mình thì sẽ vỡ nợ nếu màu đen xuất hiện n lần liền tiếp, 
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AÄuag 6ố dụ, màu đêm đ xa 7 đầm 
đâm tt sài và đế đít (Áxz cổ cà» xÃt côm gì Z7 
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Tam giác Pascal 


'Ở Vấn để 45 tả đã thấy rằng có 10 cách đế chọn ra 2 vật từ 
một nhóm 5 vật. Cũng có thể phân tích số các cách để chọn 1, 
3, 4 hoặc 5 vật từ cùng nhóm đó. TYong nhữog trường hợp này 
có 6, 10, ö và 1 các kết hợp khác nhau. Bạn đọc sẽ thấy rằng 
việc chợn hai vật tương đương với việc chọn 8 vật còu lại nên 
cũng là có lý khi có 10 cách chọn 3 vật tử một nhómn ð vật. 

Số những khả năng khác nhau cũng có thể tìm được bằng 
cách dùng một công cụ “hình học” gọi là fem giác Poscal, Ở 
trên cùng ta đặt một mừnh con số 1. Trên đồng thứ hai ta 
đặt hai số 1 mới ở hai bên của số'1 đầu tiên. Trên các đồng. 
tiếp sau thì mỗi con số xuất hiện được tính bằng cách cộng 
hai con số nằm ở đồng trên thấy ở hai bên của né lại với 
nhau. Hai dấu của mỗi đồng số lúc nào cũng là con số 1. Do 
đó đồng thứ ba là 1, 2 (= 1 + 1), 1 và đồng thứ tư là 1, 3 (= 
1+2) 3 ( 2 + 1), 1. Tiếp tục sách này ta thấy dòng thứ 
sáu là 1, 5, 10, 1Ö, 5, 1 do suy từ trên mà ra. 

Một trong những điều làm cho tam giác này nổi tiếng là các 


con số đồng thứ n là các hệ số trong công thức Khai triển của 
(a+b9: 








fa + b)*` =_ Ja#+ ðah + 163 =d? +-2nb + b* (xem Vấn đễ 6) 
(&+)® = 182 + 3a°b + 3ab? + 1bŠ 
= a8 + đab + 3n? + bể 
(b)^ = Ta + 4g'b + Gó?b® + 4ab# + 15+ 
= a*+ 403b + 6g?b? + 4ub®:+ 64 
(a b 1@” + ñn*b + 1005Ð? + 10e?bŠ + 5ob^ + 1b5 


H 


dỗ + ñg°b + 10uŠb? + 103 + õgh3-+ g5 
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Ngày nay và Mai sau... 


48 
Hệ nhị phân : 1 + 1 = 10 


“Thói quen dùng của chúng ta vẻ hệ thống gọi là “thập phân” 
để tính toán các con số đã bắt đầu từ lúc chúng ta còn bé và ta 
coi nó là điểu hoàn toàn tự nhiên khi tính đếm bằng cách này. 
Những nó đòi hồi phải nhớ khá nhiều (chẳng hạn phải học thuộc 
các bằng cửu chương) và thực ra thì nó không hoàn toàn thực 
tiễn như ¡a văn tưởng. Vì vậy mà các máy tính được lập trình 
đã dùng một phương pháp tính toán khác gọi là hệ “nhị phân” 
trong đó con số 2 chiếm vị trí của con số 10. Trong hệ này tất 
cả các con số được viết ra thì chỉ dùng các ký hiệu 0 và 1. Bảng 
sau đây ghi cách biểu thị nhị phân và thập phân của 16 số nguyên. 
dấu tiên và cho thấy các số kế tiếp nhau được hình thành trong. 
hệ nhị phân như thế nào : 





Thập phân — Nhị phân — Thập phân — Nhị phân 





9 Lỗ 8 1000 
1 1 9 1001 
3 10 10 1019 
# 1 11 1011 
4 100 13 1190 
=8 101 18 T1Ô1 
6 110 14 1110 
7 11 15 111 





“Trong hệ thống mới này phép cộng rất: đơn giản và tuân theo 
ba qui tắc sau đây : 


0 9 #8 đi 
+0 +1 hoặc +0 _+ỉ 
D 1 1 10 


Số 1 nhỏ ở phép cộng cuối cùng chỉ ra rằng 1 được mang từ cột 
thứ nhất sang. 
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“S+4? 


Zong 4ê xÁC /Á2m 
đt 28 ái, 







18 


“Theo qui tắc cuối cùng thì đẳng thức qui ước 1 + 1 = 2 bây giờ 
36 thể được viết thành 1 + 1 = 10 như thấy ở đầu để vấn để này. 
Một ví dụ khác là 
101 
+10 
1011 
tương ứng với phép cộng qui ước ố + 6 = 11. 

Thật là thú vị khi thấy rằng hệ nhị phân, một hệ thống mới 
nổi bật gần đây cùng với việc đưa ra các phương pháp tính (oán 
hiện đại, thực ra lại là một khám phá từ xưa có lẽ đã có từ nhà 
toán học người Đức Leibniz. Trong một bức thư đề ngày 26 tháng 


2 năm 1701, hiện còn trong sưu tập của Viện Hàn lâm Khoa học 
Pháp, Leibniz đã viết những dòng sau đây : 








“Tôi đồ cố nghĩ ra một hệ thống số có thể cho thấy lá hoàn toàn mới. 
Nói ngắn gọn nó như thể này... Bằng cách đùng một hệ nhị phân 
cdựa trên con số 2 thay vì hệ thập phân đựa trên con số 10, tôi đã có 
thể viết được tất cả các số bằng cách dùng 0 và 1. Tối đã lâm việc 
“ày không pbải chỉ vì những lý đo thực tiễn mà còn là để cố dược 
"những khám phá mới... Hệ thống này có thể mang lại thông tin mới 
mà bằng bất kỳ cách nào khác thì khó m đạt được.. 


Khi viết những đòng này, Leibniz khó có thể tưởng tượng. 
được rằng trong số "những khám phá mới” đó lại có máy tính 
và kỹ thuật xử lý t mà chứng tš đùng ngày nay đã dựa vào công 
trình của ông. 
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Sfá xuất sàng đúc đÁ« cửa (62 
%è đã (an súc XE cá điều xẻ 
cá AÄể 2lựo điễm dược / 
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49 
Tiến tới vô hạn 


Trong quá trình khám phá thế giới toán học này, chúng ta. 
thường dùng những câu như “Tổng này ngày càng gắn với... khí 
ngày cảog nhiều số hạng được "tính toán” hoặc "con số này ngày 
càng nhỏ hơn khi n ngày cảng lớn hơn.” Một ví dụ cho câu phát 
biểu thứ nhất là chúng ta đã viết rằng 

. 
ta tgte=l 

Đăng sau tất cả các mệnh để này chỉ là Ẩn náu một tư tưởng 
về vô hạn. Phương trình trên tưởng đương với việc nói rằng nếu 
tổng của một chuỗi vô hạn các số 1/2, 1⁄4, 1/8, vân vân mà tính 
được thì kết quả là 1. Nói một cách thực tiễn thì tất nhiên phép 
tính đó là không thế làm được vì một tổng vô hạn đã vượt ra 
ngoài tắm với hữu hạn của con người, Ngoài ra, kể cả khi chúng 
ta thực sự có thời gian vô tận ta cũng không thể nào “tiến tới” 
cái vô tần được. 

Tuy nhiên trong nhiều thế kỷ các nhà toán học đã để cập tới 
cái khái niệm khó về cái võ hạn đó. Không thể tự mừnh tiếp cận 
cái võ hạn, họ đã cổ làm cho cái vô hạn đó được gần hơn một 
chút với mình. Đe đó họ đã làm cho nó trở thành một bộ phận 
không thế thiếu được cúa thế giới các khái niệm toán học, một 
lãnh dịa thân bí mà các khách thể tô ra hữu ích kể cả khi chua 
hiểu được đẩy đỏ tất cã các tính chất của chúng: Kết quả là cái 
vô hạn không còn là một khái niệm nghịch lý khiến chúng ta 
thấy khó chịu nữa. Ngược lại, kể cả khi cái-vô hạn vẫn còn là 
một khái niệm ta cân phải đè chừng, nó vấn là một nguồn to 
lớn những khám phá phong phú. 
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Phụ lục 


Trong các câu chuyện liên quan tới các nhân vật có thực đôi 
khi chúng tôi cũng có làm khác đi với sự thật lịch sử. Mục đích 
của thông tin bổ sung dưới đây là để uốn nắn lại những ghỉ 
chép đó.: 
~_ Có nhiều phép chứng mình khác nhau về định lý Pytliagore 
(Ÿẩn đề 8). Phép chứng minh chúng tôi đã chọn sự thực là do 
"tổng thống James Garfield nghĩ ra, đã được trình bày là do 
nó độc đáo và đơn giản. Trên trang 143 và 144 chúng (6i cũng. 
đã đưa ra một phép chứng minh cổ điển hơn cho định lý đế 
và điều này cũng dùng tới một phép dựng hình. 

Đúng là Arebìmedes đã khám phá ra phương pháp mô tả 
ở Vấn để 10 để tính diện tích một hình. tròn. Côn cái bánh. 
khổng lể đó thì chỉ tổn tại trong óc tưởng tượng của các 
tác giả. 

Mặc đầu các nhà toán học Hy Lạp không có các công thức 
xuốt hiện cuối Vấn để 16, song họ vẫn có thể tính được cáo 
nghiệm của các phương trình bậc hai. 


John Napior, một nhà quí tộc người 8eotland của thế kỷ 17 
thực sự cổ thuê một người làm vườn thật. Bong những câu. 
chuyên kế ở các Vấn để từ 19 đến 24 hoàn toàn là hư cấu. 
Đóng góp chính của Napier cho việc nghiên cứu logarit là đã 
đưa ra được một bảng các giá trị bằng số vào năm 1614. Những. 
kết quả nói trong phẩn này thực ra là từ công trình của các 
nhà toán học về sau, kể cả Ñewton và Euler. 


~_ Cuộc tọa đàm có liên quan tới Euler, Diderot và Catherine 
Đại đế cũa nước Nga là có thực. Ghi chú phía dưới của Vến 
đề 27 xác định rõ hơn những gì thực sự đã được nói ra trong, 
địp này. 
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~ Khó có gì đấm bảo được rằng Gauss đã khám phá ra công 
thức đơn giần để tính tổng 1 + 2 +... + 98 + 100 khi ông 
mới chỉ là một cậu học sinh, nhưng đây là điều chúng ta 
được truyền tụng lại như vậy. Nếu không còn điều gì đúng 
hơn nữa thì câu chuyện nãy có thể được coi lầ một “truyền 
thuyết có thực”. 
'Vớn để 30 cho thấy làm thế nào để có thể tính được số các 
cặp thỏ được sinh ra vào cuối một năm do một cặp duy nhất. 
hữu sinh nếu mỗi cặp hữu sinh đó lại sinh được một cặp mới 
vào cuối mỗi tháng và cặp mới đó cõng lại sinh được vào cuối 
mỗi tháng. Leonardo Fibonacei thực ra đã dùng cách tính này. 
năm 1202 trong Ljðer aÒac¿ để giới thiệu dãy số hiện nay 
mang tên ông, 


Cuối cùng thì chúng tôi cũng đã dựng nẽa những câu chuyện 
về các bác nông đãn do diện tích các hình chữ nhật boặc bình 
tam giác (Các uấn để 3 uừ Z) hoặc về những đứa trẻ đã khám. 
phá ra những công thức nổi tiếng bằng cách cắt các thứ theo 
những cách thông mảnh (Các uấn đề 8 vừ 7) nhưng có thể là thực 
sự đã xảy ra những sự kiện tương tự hoặc thậm ehí đúng như 
vây nữa. Trifolium gìganteum (Các uấn để 3, 4 uà ð) và các nhân 
vật lần tịt và biết co duỗi uốn đẻo (Các uấn đê 11 uà 28) quả 
thực không có trong khi các câu chuyện về đua xe dành giải 
Golden Gouda (Vấn để 74) và những đỗ tạo tác Ai Cập (Vển để 
37) chỉ là những chuyện bịa không thể có xét về mặt lịch sử hoặc 
công nghệ. Rõ ràng là sự cố thẩm hình vuông (Vấn để 40) chỉ 
có thể xây ra trên Sao Hôa và cái kiểu cáu kinh của các vị phóng 
viên nhiếp ảnh thì cũng chỉ trong khoảnh khắc như khí nháy. 
ống kính vậy. 


188 


Bảng tra tiểu sử 





đ0Alembert (Jean Le Rond) (1718 - 1783): Triết gia và là 
nhà toán học người Pháp, ông là cố vấn khoa học cho bộ 
Eneyelopsdia (Bách khoa toàn thuỷ. Ông nổi tiếng trong toán. 
học nhờ có công trình của mình về giải tích và cơ học. Tên 
tuổi của ông cùng với tên tuổi của Gauss gắn liền với định lý 
cơ bản của đại số nói rằng mỗi phương. trình đa thức đều có 
ít nhất một nghiệm là một số phức. 


Arebimedes (287 - 212 tr. CN) : Nhà toán học, nhà vật lý và 
kỹ sư Hy Lạp sống ở Syracuse vào thế kÿ thứ 8 trước công. 
nguyên. Là người sống tạo ra phương pháp tính trình bày ở 
Vấn để 10, ông \à một trong những nhà tử tưởng lớn của thời 
cổ đại, Ông cũng khám phá ra nguyên lý phao nổi giải thích 
sự nổi của tầu thuyển và các hiện tương khác. Ông dã bị giết 
khi Syracuse rơi vào tay người La Mã sau một trận vậy hãm 
phải kéo dài nhiều nấm nhờ có những máy móc ông nghĩ ra 
với tính cách một kÿ sư quân sự: 


Cardano (Girolamo) (1501 - 176) : Nhà đại số học và là bác 
sĩ người Ý đã khám phá ra công thức để giải các phương, trình 
bậc ba. Công trình của ông đánh dấu sự xuất biện đều tiên 
cảa can bậc hai các số äm mà về sau trở thành các số "â" 
(Wển đề 18). Người ta tịn rằng ông đã thiết kế các nguyên 
mẫu của hệ thống các khớp hiện mang tên ông và được dùng. 
“để kiểm soät việc lái và truyền đồng của ôtô. Ngoài công trình 
cũa ông về y học ông còn biết về chiếm tịnh và dã lấy các lé 
số từ vị khiến đã bị Tòa đi giáo kết tôi. 

Oatherine ]I của Nga, danh xưng là Catherine Đại để 1724 
- 1796) : Là nữ hoàng của Nga từ 1762 đến 1796, Catherine 
Đại đế đã thống nhất được đất nước. Thấm nhuần tí tưởng. 
tự do, ngay từ đầu triều đại của mình, nữ hoàng đã tìm cách 
Tâm thay đối xã hội bằng cách bảo đâm một nên tự 9 chính 
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trị rộng rãi hơn. Một số các triết gia và nhà khoa học kể cả 
aler và Diderot (Vấn để 27) cũng như Voltaire đã nhận được 
sự bảo trợ của nữ hoàng. 


Christephe (biệt hiệu của Georges Colomb) (1856 - 194ã) : Nhà 
vạn vật học người Pháp là phó giám dốc của phòng thực 
nghiệm thực vật học tại Sorbonne. Công trình viết của ông 
bao gồm những sách tra cứu khác nhau về vạn vật học cũng. 
như một tác phẩm ba tập có văn bản được mình họa tên là 
Gia đình Fenouillard, Camembert người cứu hỏa và Sự ám. 
ảnh của nhà bác học Cosine. 


Điderot (Denis) (1718 - 1784) : Triết gia lớn người Pháp và là 
một nhà văn. Vai trò nhỏ mà ông thể hiện trong cuốn sách 
này nói lên sự không biết đánh giá đúng những đóng góp. 
quan trọng của ông. Ông tỏ ra không có tài năng gì lắm vẻ 
toán học và đúng là Euler đã lợi dụng chỗ yếu này để biến 
ông thành trò cười trước mặt Catherine Đại đố của Nga. 
Thuyết võ thản của ông khiến Euler phải nói ra lời châm 
biếm đã làm ông bị vào tù năm 1749. Ngoài những tiểu thuyết. 
của ông (Jaoques Nhà định mệnh luận, Cháu trai của Rgm euti 
và Nữ ti s}), ông và đAlembert đã có những tác động quan 
trọng đối với JEneyclopedia. “ 

Euler (Leonbard) (1707 - 1788) : Nhà toán học và vật lý học 
“Thụy 8. Nhờ có khả năng sáng tạo khác thường ông đã khám. 
phá và phát triển các linh vực toán học hoàn toàn mới và 
nghiên cứu sâu hơn về các chủ để khác mà những người trước 
ông đã nghiên cứu. Trong cuốn sách này, chúng ta đã gặp ông 
nhiều lần khi nói về hằng số Euler (Vớn để 21), số mũ ảo. 
(Vấn để 27), đa diện (Vấn để 35) và bài toán những cây cẫu. 
Konigsberg (Vấn để 39). Sự đa dạng của những điều bắt gặp 
này là một thể hiện rõ ràng về mức độ bao quát dễ nhận ra 
trong công trình cũa ông. Một toàn tập tác phẩm của ông đã 
được công bố vào đầu thế kỹ 20 và gồm có gần cả 100 tập. 


Fermat (Pierre de) (1601 - 1665): Một luật gia người Pháp 
vùng Toulouse đ có đóng góp vào việc hiện đại hóa việc tính. 
140 
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toán. Ủy tín lớn của ông bắt nguồn từ công trình của ông về 
lý thuyết số, một lĩnh vực đã tiêm. ẩn ở phương Tây trên một 
ngàn năm. Trong thời Fermat người ta thường công bố các 
quả mà không công bố cụ thể các phép chứng mình. Do. 
mà thách thức các nhà toán học khác hãy tổ ra là đủ 
thông mình để tự mình rút ra phép chứng minh, và Fermat 
thì thường xuyên chơi trò này. Một trong những. kết quả của. 
ông, "định lý cuối cùng” nói ở Vấn để 41, vẫn tiếp tục trên ba 
trăm năm thu hút mọi nỗ lực cöa các nhà toán học khác để 
tầm ra một phép chứng mình, 


Fibonacei Œ/eonardo), danh xưng là Leonardo vùng Pisa 
sinh khoảng 1175, qua đời sau năm 1840) : Nhà toán học Ý 
đã phát mình ra dây số mà ngày nay mang tên ông (Vấn để 
30). Đóng góp chính của ông là việc công bố năm 1202 cuốn 
Tiber gbaci đã làm cho phương Tây chú ý tới những thành 
tựu toán học đáng kể của người Ä Rập. Đặc biệt trong cuốn 
sách này có giới thiệu số không và các số mà ngày nay chúng. 
ta dùng thường ngày gọi là các chữ số Ä Rập. 


Garfield (James) (1831 - 1881): Chính khách và là Tổng 
thống Mỹ. Tự học, ông là một nhà toán học tài tử và là giáo 
sự về các cổ ngữ. Sau khi đốu tranh cho nước Mỹ trong cuậo 
Nội chiến ông trở thành lãnh tụ Đảng Cộng hòa năm 1876. 
Ông được bầu làm Tổng thống của Hợp chủng: quốc vào tháng. 
11 năm 1880 và nhậm chức vào tháng Giêng năm 1881 theo 
hiến pháp của nước Mỹ. Hai tháng sau ông bị ám sắt. chết. 


Gauss (Can Eriedrieh) (1777 - 1856): Nhà toán học và và! 
lý học người Đức. Biệt. danh "princeps. mathematicorum” (Ống. 
hoàng của các nhà toán học) được những ngời cJn# thời đật 
cho ông, Gauss đã thống lính tất các ngành toán học rế 


30 năm. Không có lĩnh vực nào. mà thiên tài vạn năng. của 
lục của ông với tính cách một 


ông không có ảnh hưởng và kỷ : 
nhà phát mình thì vô song. Ông đã có quá nhiều thành tựu 
tới mức ngay cả các sách giáo khoa ngày "4y vẫn đấy dây 
những "Định lý Gauss” bao trùm một mắng Cứ” kỳ rộng lớn. 


“các lĩnh vực” HH 








Goldbach (Christiản) (1890 - 1764) : Nhà toán học Đức. Ông 
nổi tiếng chủ yếu là có giã định nói ở Viến đề 4 rằng mọi số 
nguyên đều là tổng của hai số nguyên tố. Trong một bức thư. 
viết năm 1742 khi ông đang sống tại nước Nga, ông đã làm. 
cho Euler phải chú ý tới giá định đó của mình. Cho đến tận 
ngày nay giả định đó vẫn chưa chứng minh được, 


Lagrange (Joseph Louis) (1786 - 1818) : Nhà toán bọc Pháp 
sinh tại Turin. Ông nghiên cứu rộng rãi nhiều vấn để trong. 
toán học, nhất là trong giải tích và lý thuyết số và đã khám. 
phá ra “định lý bốn bình phương" nói ở Vấn để 40. Ông tham 
gia nhiều hoạt động khác nháu và giữ chức vụ giáo sư toán 
học tại Êcole Polytechnique và là chủ tịch Ủy ban Đo lường 
thành lập năm 1795. 


Leibniz (Gottfried Wilhelm) (1646 - 1716) : Triết gia Đức và 
là nhà toán học. Cùng thời gian như Newton, Leibniz đã độc 
lập khám phá ra các nguyên lý của phép tính vị tích phân. 
{Vấn đề 26). Trong quá trình làm việc này ông đã nghĩ ra các 
ký hiệu toán học mà đến nay vẫn còn sử dụng kể cả ký hiệu 
Í chỉ một tích phân. Chúng ta dã thấy ở một chỗ khác (Vấn 
đ¿ 48) rằng Leibniz là người đầu tiên nghĩ tới việc dùng hệ. 
nhị phân trong toán học. Trong các luận văn triết học của 
mình ông đã dùng khái niệm “đơn tử” để phát triển một quan 
điểm lạc quan về thế giới đã gây ra nhiều phản ứng về sau ở 
thế ký 18 đặc biệt là từ Voltaire và Diđerot, 





Napier (John), Laizẻ vùng Merchiston (1550 - 1617): Nhà 
tuần học người Scốt. Tên tuổi của ông gần liễn với các logarit 
“tị nhiên” và đã cho công bố một bảng các giá trị bằng số của 
chúng vàc năm 1614. Ngoài các hoạt động toán học ông tỏ ra 
có vấn vương với ma thuật khiến ông có về thần bí và làm 
cho gia nhân và láng giếng nhìn ông mà rờn ợn, 

Newkon (Eseae) (1643 - 1727): Nhà bác học Ảnh. Cùng thời 
gian với Leibniz ông đã độc lập phát mình ra phếp tính ví 
chân và tích phân và ông là thủy tổ của giải tích hiện đại. 
Khám phá nổi tiếng nhất của ông, luật vạn vật hấp đẩn, theo 

12 








truyền thuyết là do bất nguồn từ việc phững quả tá rới trong. 
vườn. Ngoài ra, “Cơ học Newton” đã nói rõ về chuyển động 
các vật thể chuyển động với một tếc độ nhỏ hơn rất nhiều so. 
với tốc độ ánh sáng (coi như đối lập với “cơ học tương đối" do 
Albert instein sáng tạo ra vào đầu thế kỷ-20). 


Pasenl (Blaise) (1623 - 1669): Nhà văn Pháp và là nhà toán 
học. Ông nổi tiếng chủ yếu là do đã phát minh ra chiếc máy 
tính đầu tiên khi ông mới chỉ 18 tuổi. Pascal cũng giúp sáng. 
tạo ra khaa học về xác suất và được công nhận là có nhiều 
đóng góp khác nhau cho việc nghiên cứu các thiết diện conic. 
Hoán cải theo giáo phái Jansen năm 1654, một giáo lý thô 
thiển được xây dựng chủ yếu theo quan niệm tiển định, Paseal 
đã dành cả nửa phẩn còn lại của đời mình để bảo vệ giáo 
phái đó chống lại những cuộc tấn công của các giáo hữu dòng, 
"Tên. Công trình chính của ông, Pẽnsés nổi tiếng đã xuất hiện 
sau khi ông qua đời. Ý định của ông là coi đó là một “Sự bảo 
vệ Cơ đốc giáo”, nó chứa đựng “sự đánh cược nổi tiếng của 
Pascal" rằng vì có một khả năng hữu hạn để có được một 
hạnh phúc đích thực bằng cách sống một cuộc đời tôn giáo 
nên *Tin ở nơi Chúa thì tốt hơn”. 


Pythagoras (thế kỹ thứ 6 tr. ƠN) : Nhà toán học Hỳ Lạp. Ông 
nổi tiếng rộng rãi là đo có định lý mang tên ông (Vấn để 8) 
nhưng thực ra ông không phải là người khám phá ra nó. Sự 
thực là các nhà hình học 
Babylon đã quen thuộc với 
nguyên lý này một ngắn 
năm trước. Song Pythagoras 
đã là người đầu tiên xác lập 
một số các tính chất khác 
của các tam giác kể cả quí 
tắc nói rằng tổng của các góc 
trong bao giờ cũng bằng. 
180” (Vấn để 8). £ £ 

Lập luận sau đây trình ˆ 
bày một phếp cbứng mình. tư 





khác vẽ định lý Pythagore, cổ điển hơn phép chứng mính 
được đưa ra ở Vến để 8. Bạn đọc có thể dễ dàng thấy dược 
là điện tích hình vuông lớn bằng (a + b)? vì các cạnh đều 
hằng a + b. Song điện tích đó cũng bằng điện tích một hình 
vuông có cạnh là e cộng thêm bốn tam giác vuông góc, cho 
tổng số là c? + 2ab. Nếu (a + b)? được khai triển theo công 
thức của Vấn để 6 thì có thể xác lập rằng a? + b = c2, 


Zeno vùng Elea (thế kỷ thứ 6 trước CN): Triết gia Hy Lạp 
sinh tại Elea. Ông được eác nhà toán bọc biết tới là do có 
những nghịch lý chứng minh rằng không thể có chuyển động. 
Chẳng hạn như Vấn để 32 nói vẻ nghịch. lý liên quan tới một 
xnũi tên nhằm thẳng raục tiêu của nó. Bằng phương cách tương. 
tự, Zeno “đã chứng minh” rằng Achilles chẳng bao giờ có thể 
đuổi kịp một con rùa. Những nghịch lý này thuộc số những. 
hình mẫu đầu tiên về nỗ lực suy nghĩ về cái vô hạn và chúng 
4ã thôi thúc các nhà toán học tìm hiểu sầu hơn nữa về cái 
khái niệm khó có thể pắm được này. 
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Mục lục 


lại giới thiệu. 
Lấy thừa của các số 


1, Lũy thừa nguyên của các số 
L3 1s. a# 


Trang 


'Tam giác, Hình chữ nhật, Hình vuông và Hình tròn 


$3. Diện tích một hình chữ nhật bằng tích các cạnh của nó 


4. Diện tích một tam giác bằng 
một nừa tích của chiểu cao và dầy cằa nó 
5. Tổng cúc góc của một tam giác bằng 180 


6. (4+ bỒ?= a2 + 2ab + bể 

7. (a + b)(n - b)= a2- bể 

8. Định lý Pythagore : s2 + b + c? 

9. Chủ vị của một đường tròn bằng 22/R 
10. Diện tích của một vòng tròn bằng xR” 


'Các góc 


11. cosŠœ + sinfœ =1 RD 
18, sing xœ,eoszre1-SC (ø nhổ) 
18. -8AD, KinY 


sin œ 
a b E. 
14. Các số hữu tỷ và vô tỳ 





1 
16 


18 
30 
? 
Z4 
1% 
40” 


s4 
48 
40 





Phương trình bậc hai 


16. Các nghiệm của mốt phương trình bậc bai 
1+Ỷ§ 





1. Tỷ số vàng 
l8. Số âo:ì= Ý=E 





Logarit và số mũ. 
19. Khám phá za logarit _. 
90. Luật kỳ điệu cũa các löga : log(b) = logo + logb 
2 L+2 xi +Ễ = lagp hội tự về 0577 
#2. log(1 + xJ x (x nhỏ) 
98. Sốc 
#4. Nâng số e lên một lũy thừa thực 


9H. Đạo hàm và tích phân ; 
Điện tích nhìn theo hai quan điểm khác nhau. 
26. Năng số e lên một lũy thừa âo : e'” = eoem: + isÍne 
ĐT. at=‹1 
_ 


28. cos8œ = cóg°Œ - si0Ãœ ; sin2ư = 2 sinoosơ. 





Chuỗi số 
nín #1) 


88, 2 
80. Dây Fibonncci : Fa = F„j * Ex2 


1. Số các cách sắp xếp n vật là 
a!=nx(n-1)x(n2)x..x3x2x1 
"9y: HN 

32. z2 g.=Ê 

`... 


L. Một vài tổng khác 





.142+.+n= 


đới |x|<1) 
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4 
50 


58 
$2 
c1 


T0 
T8 
T4 


T6 
78 


88% 


sẽ 
% 





dc cà Ö 





Các vật thể trong không gian. 
g6. Định lý Euler :f-e+v.=2 
$6. Diện tích một mặt cầu bằng 4zRP 
r. Thể tính mệt hình cầu bằng 2 “RỔ- —— - — 
38. Góc ở tâm của một tứ điện đều bằng 109°28' 
39. Những cây cầu Konigsberg. 


Số nguyên, Số nguyên tế 


40. Định lý Lagrange : 
'Mọi số nguyên đêu là tổng của bốn bình phương 
41. Định lý cuối cùng của Fermat 


42. Các số nguyên tố không chía hết được 
43. Giả định của Geldbach : 


Mọi số chấn đễu là ng của hai số nguyên tố 
44. Định lý số nguyên tố 


Cơ may 
45. Cơ may trúng xổ số 
46. Rulet và Martingal của đÌAlembert 
47. Tam giác Pascal 

Ngày nay và Mai sau 

48. Hệ nhị phân : 1 + 1= 10 
49. Tiến tới vô hạn 
Phụ lực 
Bằng trơ tiểu cứ: 


100 
102 
104 
106 


119 


14 
116 


118 


199 
124 
196 


180 
184 


187 
189 
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NHỮNG CỔNG THỨC TUYỆT ĐẸP TRONG TOÁN HỌC 








Chịu trách nhiệya xuất bân - 

Giám đốc : __ TRẤN TRÂM PHƯƠNG 
Tng biên lập NGUYÊN KHÁC PHI 
Biên tập NGUYÊN THỤY HÀ-TIÊN. 
Trình bày HỒNG HÀ 
Sửa bần in thể HỒNG HÀ 
Họa si +. H§, NGỌC HẠNH 

NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC 

#1 Trân Hiông Đạo - Hà Nội. 


Chỉ nhánh NHÀ XUẤT BẢN GIÁO ĐỤC tại Đà Nẵng 
4 Trên Phú - Đà Nẵng 


CAN CẠn khế 14 + 28/5 cm tại xưởng In Xã DỊCH VỤ TIẾP THỊ - 
TA hG CÁO. GIấy phép xuất bản số 572/ Sự CÁ ngày 23 - z. 1386, 
Triệh ngang KHXB 215/ 25/ 3/ 96. In xong và hộp: lưu chiếu tháng:8/ 1996. 


Sex Guyếy 





_— = 
Cuốn sách dẫn dắt bạn đến với vẻ đẹp của toán học và 
những ]ý thủ của việc chởi các con số. Cũng hứng thứ khí 
nó đem thực hành, Nó duy trì mức độ rắc rối tỉnh vi đủ cao 
cho những người thông minh phải suy nghĩ, nhưng không 

bao giồ cao đến mức khó hiểu. 
'Cùng với các công thức trên là 20 trang tranh hài hước và 
các chuyện vui, nhằm sao cho các sự kiện hàng ngày lại có. 
` thể dẫn tối sự hiểu biết sâu sắc nền tảng toán học. 
® Gồm 24 chướng ngắn hết sức thú vị được viết 

bằng ngôn ngữ giản dị, sáng sửa. 

'® Chứng tỏ toán học - vui, hoạt động và dễ tiếp 
thu, nó không phải là môn khoa học thần bí dành. 

cho các chuyên gia. 





